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Sulle 

funzioni automorfe ed iperfuchsiane 

di più variabili indipendenti. 



(Di QvìDO Ft-BiNi, a Catania.) 



N, 



ella mia Memoria : Sulle forme quadratiche, Hei'mitiane e sui sistemi 
di tali forme (*)j io ho indicato una classe di gruppi discontinui propriamente 
di movimenti in spazii a curvatura non costante, il cui elemento lineare è 
somma di forme differenziali quadriche a curvatura costante. E tra questi 
gruppi ve ne sono, come abbiamo visto, molti assai interessanti perchè sono 
definibili aritmeticamente^ e di cui non solo si possono dare le trasformazioni 
generatrici e il corrispondente campo fondamentale, ma si possono addirittura 
caratterizzare in modo elementare tutte le trasformazioni. Di questi gruppi 
io ho allora indicato soltanto la teoria generale e le applicazioni aritmetiche, 
senza entrare in minuti dettagli; io voglio ora qui indicarne alcune applica- 
zioni funzionali. Noterò soltanto che nella classe dei nostri gruppi rientrano 
come particolarissimi casi i gruppi iperabeliani di Picard, i gruppi, che si 
potrebbero dire ipermodulari di Hilbert studiati poi dal Blumemthal (Matlu 
Annalenj 1903). Anzi mentre il Blumentoal studia soltanto gruppi di sostitu- 
zioni lineari a coefficienti intieri in un campo algebrico e nei campi coniugati^ 
quando tutti questi campi siano reali, nel nostro studio rientrerà anche come 
caso particolarissimo la generalizzazione di tali gruppi, quando tali campi al- 
gebrici siano in parte o anche tutti complessi. E di pivi le ricerche già svolte 
nella mia Memoria citata danno un mezzo generale e che ben si presta al- 
l' intuizione geometrica per trovare i campi fondamentali dei nostri gruppi. 
Infine vedremo una ulteriore generalizzazione, che a mio credere, comprende 

(*) Atti dell* Accademia Gioenia (Catania) (Serie l.% Voi. 17). 
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tutte le funzioni invarianti per qualche gruppo discontinuo (comprese le pre- 
cedenti e le iperfuchsiane di Picard) finora studiate e si vedrà anche qui che 
in qualche caso si possono trovare sussidii aritmetici nella teoria delle forme 
Hermitiane che noi abbiamo evolto nella Memoria citata. 

)^ 1. Riprenderò le denominazioni usate nella mia Memoria citata. 
Supponiamo che l'elemento lineare dello spazio ambiente <S\ sia uguale alla 
somma degli elementi lineari di m spazii (parziali) subordinati, indipendenti, 
e appartenenti allo spazio ambiente. Supponiamo che tutti questi spazii par- 
ziali S\]] . . . Sir^ siano a due o a tre dimensioni e, per fissare le idee, sup- 
poniamo che quelli di essi che sono a tre dimensioni siano tutti iperbolici 
ossia che viga in essi la metrica di Lobacevskij. 

Ricordiamo ora che i movimenti di uno spazio a due dimensioni a cur- 
vatura costante (piano, sfera o pseudosfera) sono tutti rappresentabili mediante 
trasformazioni lineari su una variabile complessa, definita da un sistema iso- 
termo di linee tracciato sulla superficie, o, in altre parole, se la curvatura 
non è nulla, mediante una trasformazione lineare sulla variabile complessa 
definente i punti della conica-assoluto (? = della superficie in discorso. 

Se poi la curvatura è negativa, si può con una trasformazione della no- 
stra variabile far sì che tutte le nostre trasformazioni lineari risultino a coef- 
ficienti reali. Sia ora dato invece uno spazio iperbolico a tre dimensioni, di cui 
Q ■--- sia la quadrica all'infinito e consideriamo un suo movimento M di 
prima specie. Noi potremo definire un tale movimento, indicando come si 
trasformano le generatrici di Q=^0. 

E poiché le due serie rigate di Q ~- sono enti geometrici di prima 
specie immaginarii coniugati, avremo che al movimento (reale) 3/ corrisponde 
una coppia di sostituzione lineari immaginarie coniugate. Avremo perciò che 
a un gruppo propriamente discontinuo di tali n^ovimenti M corris{>onde un 
gruppo propriamente discontinuo su due variabili X, u di trasformazioni del tipo 

dove ff, /?, y, i sono eostanti in generale complesse, di cui a^y /5», y^, o, sono 
le immaginarie coniugate; o, se noi vogliamo usare dì un procedimento di 
Kl£in(*) corrisponde (ciò che in fondo è lo stesso) un gruppo propriameule 
discontinuo su due variabili / u di trasformazioni 



A :^^ —7 — : — Tx : a 



V A -4 5 ' ' - U -f À 

è ' » » • 

(*) Ctv. Klkin, lH/ferentia!ffl*nchufig€fU 1891. 
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Abbiamo dunque che ni grajipi G Oiscoutiiiui di tuovimeiitì nei nostri 
f:pazii 1^. corriRjioiitlono dei gi'iippì discontinui // di sostituzioni lineari su 
2( -f ^ varialiili complesso (se i è il numero dfgli spazii parziali a 3 di- 
mensioni, /■ quello degli spazi! a due dimensionil It',. i .''.tiv\\ ciascuna delle 
(ipora/Joni T del (gruppo è prodotto di 'it -\- k trasformuzioiiì lineari parziali 
T,...T„.k di cui la s"'-"'(s=^l, 2,..., 2 i + /•) opera soltanto su /.,. Un 
' tuie gruppo sì dirà da noi un gruppo misto. E ne traggittnio i teoremi : 

A ogni ffrtipfìo G di moviinetiti di tino dei nostri spazii S, corrisponde 
un gruppo misto II fu 1 i -\- ìc variabili. 

Un gruppo utisfo su 2Ì + k varìubili tale che k trasformazioni parziali 
(corrispondenti a una qualunque liasformaziune T del gruppo) sono a coef- 
ficienti reali, mentre le residue 2 i sono a due a due identiche oppure imma- 
ginarie coniugate e che di piti non possegga alcuna trasformazione infinite- 
sima (ossia the nessuna trasformazione del gruppo abbia contemporaneamente 
infinitesime tulle te sue trasformazioni parziali) e certamente propria- 
incnle discontinuo nel campo delle 2 i - A variabili stt cui opera. 

È questo il teorema fondamentale della nostra teoi'ia. Notiamo perì», che, 
come del resto vedremo più lardi, non è sempre necessaria la condizione che 
insieme a ogni trasformazione immaginaria comparisca un'altra trasformazione 
identica a essa, u immaginaria coniugata. 

^ 2. Vogliamo ora indicare un metodo generale per costruire uti 
campo foiidamentftle per un gruppo niÌ?to quiilunque. Cominciamo dapprima 
a considerare Ìl coirÌ5pondente giuppo G di movimenti per uno dei nostri 
e[)nzi S, ; per esso noi abbiamo già trovato nella Memoria citata un mezzo 
per la costruzione di campi fondamentali normali e abbiamo ancbe accennato 
che per la costruzione di un poliedro fondamentale si potrebbe iiiche ricor- 
rere ad un ampliamento per ritlesssione (i]uando è possibile). Passiamo ora al 
gruppo //. Se i-~0 ossia se tutti gli spaziì pai'zìali di S, sono a due di- 
mensioni, nulla vi ha da dire, perchè i gruppi // e G sì possono eousiderare 
come identici, in quanto che ogni variabile complessa, su cui opera // si può 
considerare come rappresentatrice dei punti del corrispondente spazio par- 
ziale di iS\ e i gruppi H e G sì possono perciò riguardare come operanti 
su una stessa varietà. 

Sia ora qualche spazio parziale if di i?, a tre dimensioni; iu un tale 
spazio usiamo coordinate di Rienahk x, ;/, z ossia lo immaginiamo rappre- 
sentato su un semispazio euclideo, in cui a-, y, z siano coordinate cartesiane 
e ?=^0 rappresenti ìl piano limite. E su questo piano z^^O immaginiamo 
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b1 solito distesa la variabile complessa i-f-iy. Por passare da G ad 7f noi 
ponsideravamo G operante sidlc coppie di generatrici i*) dell'iissolulii di fi; 
è evidente die a questa considerazione equivale quella di considerare G come 
operante sulle coppie di punti del piano limite 2 ~0 t**j (almeno nel case 
che 2i trasformaziimi a coefficienti complessi di H siano a due a due idcn- 
liclio) ossia, poiché due tali punti definiscono una geodetica di lì, come ope- 
rante sulle geodetiche di B. In altre parole (almeno nel caso citalo) si passa 
dal gruppo G al gruppo H considerando G operante, anzìclic sui punti, su 
t)UcllB varietà V di S, a cui corrispondono su ciascun spazio parziale a due 
dimensioni dei punti, e su ciascun spazio parziale a tre dimensioni una geo* 
detica dello spazio sfesso. Naturalmente G opera anche su queste varietà V 
in modo propriamente discontinuo. Noi vogliamo però notare es|)rcEsamenie 
che |)u?) avvenire per qualche gruppo G (clic si potrebbe chiamare iperkloi- 
niano) che esso operasse già in modo propriamente discontinuo su qualche 
varietà più semplice. Siano infatti fi, i?, ...i?,- gli i spazii parziali a tre di- 
mensioni, di cui (x,, y,j ?i) (3",, y,, Zt)...[Xij y,-, z,) siano le coordinate 
Riemanniane. Consideriamo il poliedro P fondamentale di G. Puh darsi che 
uua varietà 2, — - 0, z, — (ì,... z„ ^ (0<hì;^i) dello spazio totale 5, 
penetri nell'interno di P, ossia clie G oltre che in S, operi già in modo pro- 
priamente discontinuo in questa varietà. Non sarà allora necessario, per as- 
sicurare la discontinuità propria di 77, considerare G operante sulle coppie 
di punti dei piani z,=^0, 3-, ^zO,..., ^„i=0 di fi,, R,,..., Pm', basterà 
invece evidentemente considerare soltanto G come operante sui singoli punti 
dei piani stessi; e, come abbiamo già detto, invece dì avere un gruppo mi- 
sto // per ogni trasforma^iìone del quale esistono 2 1 trasformazioni complesse 
a due a due identiche, potremo considerare un gruppo misto H . ogni tra- 
sformazione del quale risulti da k trasformazioni a coefficienti reali, m « 
coefficienti complessi anche distinte tra loro e 2 (i — m) trasformazioni com- 
plesse a due a due identiche. Dal gruppo G si passa ad H', considerando G 
come operante su quelle varietà V\ a cui nei ir spazii j)arziali a due di- 
mensioni corrispondono dei punti, negli ni spazii parziali R,^ fii,... fi,,, cor- 
rispondono solo dei punti dell'assoluto relativo, e nei residui i--m spazii 
parziali a tre dimensioni corrispondono geodetiche. Il caso di i^O, 
t^:wi^:l è il ben noto caso dei gruppi su una sola variabile, a cui Poik- 



(■) Una generatrice per ciascun siatema. 
(*•) Uff, Klein, loc. cil. 
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CAKt rliede il nomo dì Kieiiiiani. Noi per ora considereremo il caso generale 
di w--;0; del resto anche se m=',= 0, sì possono aì gruppi H' applicare tiilEe 
le seguenti considerazioni. Siano V le varietà già definite poc'anzi; e imma- 
giniamo S, come generato da esse; S, diyenia così uno spnzio a un numero 
di dimensioni, clic è il doppio del numero delle variabili gu cui opera il 
gruppo H; lo spazio .'', cosi considerato si indicherà da noi con Z; in - po- 
tremo chiaramente scegliere come coordinate In parte reale e il coefficiente 
della parte immaginaria di ciascuna delle variabili, su cui opera //. Consi- 
deriamo ora in S, un poliedro fondamentale /'; a tutte le varietà V cbe in- 
tersecano P (o giacciono in esso) con isponderà in - UTia certa regione L ; 
ora evidentemente ogni varietà V è equivalente a una varietà V interse- 
cante P] quindi ogni punto di £ è equivalente a un punto di L. La ricerca 
del campo fondamentale di H in - è perciò ridolta alla ricerca più semplice 
di spezzare L in tante regioni piìi piccole L equivalenti in modo che due 
punti di una di queste regioni L' non siano equivalenti Ira loro. Questo 
studio equivale naturalmente al seguente: Consideriamo una delle nostre va- 
rietà V intersecante P. Essa da P e dagli altri poliedri P' equivalenti a P 
ossia trasformati di P mediante G è divisa in tanti pezzi V„ F,, Vs,... SÌ 
tratta di vedere quali di questi p>'zzi possono essere tra di loro equivalenti, 
ricerca questa che è ben facile poiché noi conosciamo il gruppo G e i cor- 
ris[)ondenti campi parziali; se p. es, ft di questi pezzi non sono mai equiva- 
lenti e ogni altro è equivalente a uno di essi, allora chiaramente il numero 
delle regioni L' è precisamente fi e la costruzione effettiva di queste fj. re- 
gioni L' è eseguita senz'altro, appena si sappiano trovare i citati u pezzi 
di V. Nel nostro campo generalissimo di studii è ben difficile diro qualche 
cosa di più preciso su questo regioni L'; io aggiungerò soltanto che, come 
risulta da quanto abbiamo detto, la ricerca di queste regioni presenta la più 
grande analogia con la ricerca dei periodi delle forme ridotte di Gauss, quando 
già si immagini di conoscere il campo fondamentale del gruppo modulare. 
Anzi que»t'uHima ricerca non è che un caso particolarissimo della nostra. 

È poi ora senz'altro evidente che ognuna delle nostre regioni L' si può 
assumere come campo fondamentale di H, e che considerazioni perfettamente 
analoghe valgono per i gruppi //. 

Sia ora R un gruppo misto, li lo s))azio su cui opera, P un suo poliedro 
fondamentale, P', P' ... i poliedri equivalenti formanti con esso un'unica 
rete, ossia tali che dall'uno di essi sì possa passare a un altro qualunque 
mediante una linea attraversante un numero finito dei poliedri stessi. Per con- 
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servare la massima semplicità, supponiamo {Fricke Autoftwrphe Funktianen, 
Bii. U, pag. 142) che questa rete sia limitata proprio da ipersuperficie limiti, in 
modo tale chci con convenienti trai>formazioni R per raggi vettori reciproci nei 
piani deUe sìngole variabili su cui opera il gruppo Hj essa e le sue proiezioni 
sugli spazii parziali risultino a distanza finita. Noi dimostreremo con i metodi di 
Poincaré l'esistenza di funzioni analitiche delle variabili citate invarianti per H. 
Siano ora $i . . . ;» le variabili complesse in discorso, F {X^ ... I») una fun- 
zione razionale (o anche soltanto uniforme delle stesse). 



1 ~^ 



Indichiamo con ti=^ * -*TC ' ii—- 1» 2,..., yì una trasformazione T 

y,- ;,• + «I ' ' ' ^ 

generica del gruppo e così FI J "^^ | la trasformata di F mediante T. E 

si construisca al modo di Powcaré-Picabd la serie - - — *— > ogni 

11 (v£ ; + ò\)* 
1 

termine, della quale corrisponde a una trasformazione del gruppo che trasporti 
la nostra rete in sé stessa, e viceversa. 

Prendiamo un intorno a qualsiasi a distanza finita dai punti singolari 
della F e dei suoi trasformati dalle succitate trasformazioni (se pur ne esi- 
stono nella nostra rete) interno alla rete stessa. Dico che in questo intorno la 
nostra serie converge assolutamente e in ugual grado. Infatti poiché in questo 
intorno i numeratori dei sinjroli termini della nostra serie restano inferiori a 
una costante assegnabile, basterà dimostrare la convergenza di 

(1) 



|n(v,; + «OM 



Ora il rapporto tra il massimo e il minimo valore di uno dei termini 
della (I) quando ^ varia nel nostro intorno è evidentemente finito; infatti, i 
punti le cui coordinate sono la parte reale e il coefficiente dell'immaginario 

di - y sono i trasformati del punto a distanza infinita per la trasformazione 

inversa di quella che corrisponde al termine considerato della nostra serie. 

Non solo e.ssi ma anche le loro proiezioni sugli spazii parziali sono, per 
r ipotesi fatta, tutti esterni alla nostra rete e perciò le distanze di queste 
proiezioni dalle proiezioni del punto (;) che come sappiamo sono date da 

• * U^ I ^^^^ 3U[)eriori a una costante finita. Di più, con pseudo inversioni 
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cOBvenicniemente scelte potremo fare che questi punii 7 3Ì11110 tutti a di- 

stfinza finita e perciò ; -\- {-'\ non può diventare neppure infinito; ciò che 

dimostra il nostro asserto. Ora i denominatori di il) misurano il coefficiente 
di dilatazione della nostra trasformazione considerata in 1. Per le precedenti 
considerazioni, ai trova allora, con Ì soliti metodi di Poincaré, die il termine 
della nostra serie corriapondonte a una trasformazione T è minore del pro- 
dotto di una costante finita per il rapporto tra l'intorno 1' (m cui T porta a) 
e l'intorno iniziale a. Basta perciò dimostrare che i volumi di tutti gli in- 
torni, in cui T trasforma u, lianno una somma finita. E infatti, se a è tanto 
piccolo, che esso e i suoi trasformati siano a due n due esterni uno all'altro, 
la nostra asserzione è evidente, perchè la somma dei loro volumi è minore 
del volume finito della nostra rete. 

I.a serie iniziale è perciò, come abhiaino enunciato, assolutamente e uni- 
formemente convergente e rappresenta quindi una funzione analitica delle no- 
stre variabili 5, che, come il semplice sguardo dimostra, resta moltiplicata, 
quando si eseguisca su di essa una operazione quahmque 7" del nostro gruppo, 
per un fattore dipendente solo da T. 

I metodi di PoiKCARÉ-PicARD dimostrano facilmente che la nostra serie 
non è in generale identicHmente nulla; basta perciò fare il quoziente di due 
tfili serie, ottenute con due differenti funzioni F, per avere una funzione ana- 
litica delle nostre ^ invariante per il gruppo //. 

Noi dovremmo ora studiare queste funzioni generalissimp, di cui abbiamo qui 
accertata l'esistenza. Io però non lo farò, accontentandomi di enunciare che per 
esse si possono facilmente generalizzare i risultati ottenuti da Picard e PoiNCARfi 
nei casi piti semplici. E mi accontenterò di far rilevare che anche nel tanto pifi 
complicato problema da noi studiato, si possono ottenere dei gruppi discontinui 
del nostro tipo definibili in modo puramente aritmetico, come abbiamo già detto. 

Noi vogliamo ora parlare di una ulteriore generalizzazione delle teorìe 
precedenti e giungeremo così a nuove generalissime funzioni uniformi di una 
più variabili invarianti per un gruppo discontinuo di operazioni. Prima di 
studiare il caso generale, che abbiamo in vista studiamo un ulteriore caso 
preliminare, in cui riprenderemo le notazioni usale nella mia Memoria citata 
sui sistemi di forme quadratiche ed Hermitiane. Siano dato v forme Hermi- 
liane Qi del solilo tipo x'," s'," + 1- i;;|_i SU^L, -t„, ;";;; l') (7 =- 1, 2,... v) 



(•) Analoghe 



siderazioni 



Igono per ìl caso di f.mue del tipo ^ x'ì ;J", 



• I 
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sull'i variabili a:'/' e le immaginarie coniugate J/'; e sia dato an gruppo i 
sfroritinuo le cui trasformazioni trasformino in se il dato «iotema di forme. 

Posto -^ -u't{l' 1, 2,..., i/) {i--lj 2,,. , w; — 1) e indicando ci 

una liiìeetta sovra|>[)06ta il valore trasformato di una variabile, sia 

una trasformazione generica T del gruppo (? in queste nuove variabili. P^ 
un teorema dimostrato nella mia Memoria citata questo gruppo è propri 
mente discontinuo nello variabili «!'', o con maggior precisione in una regione j 
(definita nella mia Memoria) dello spazio Sxa h':^2 int — 1) — ••■ -- 2 (fi| — 
dim(»nsioni, le cui coordinate sono le v'l\ tc'l' quando sia iil'' = r"^ ^ in 
[v\f\ w'P reali]. La regione R è finita ed è definita dalle 

V i (viY + (ir/';' ! < 1 (/ = 1, 2,... ... 

Io dico che esistono funzioni uniformi analitiche delle variabili w/^ es 
stonti proprio nella regione i? di Sk che rimangono invarianti por il nosti 
gruppo. Sia F una funzione o razionale delle stesse variabili o anche soltani 
uniforme in 7? e : noi indicheremo con Ft la sua trasformata per una tn 
sformazione T del gruppo. Costruiamo ora Tlacobiano I delle rfy ir/' rispetl 
allo v'l\ wf dove le r, w siano definite dalla (2», in cui si pong 
uf v*/' + i to'p. Esso e naturalmente uguale al prodotto deiriacobiano dell 
uf rispetto alle up por la quantità immaginaria coniugata : in altre paro] 
esso si può anche ottenere cosi: formiamo per ogni valore particolare dell'ii 

dice / riacobiano (che indicheremo con //) delle w'/ rispetto alle vfp (* = ! 
2,..., ni -1) e moltiplichiamolo per la quanlità coniugata /J. Sarà 



I- 



l=nlil]. 

Costruiamo ora l'Iacobiano Ii\ e poniamo 

4'=--«ni'i H +«i-!»/-it(r„ 1 -r aun, \k=\, 2...., ni\ 

col che sarà 



* ■■■ 



di più variabili indipendenti. 






Troviamo tosto ohe è, indicando per brevità con Zi le «;''(« = 1, 2,..., ni) 



d (ut . . . <L,) 



IZutl ( 0(«t..Hn,-i) 3(«i./.W/i,-i) ) 






Zi 

d Zi 
dui 



Zt , , • Zììi 

d Zt V Zni 

- • ' • > • 



2 wi —^ ± L 



Uii, J 






d^Ti 



2rs 



d Znj^ 



"m '♦ut • • • **Hu 



= * [ ' r 

supponendo il determinante della nostra proiettività uguale a 1 Quindi 
7, jo _ I 1 

_l _L 

( mod» [<';, II. + . ■ • + a,%.;«„,-i + au;] 

U prodotto di tutte queste quantità per /==.l, 2,... v ci dà il valore 
di i/o. A ogni trasformazione T del gruppo corrisponde un valore di 7/o. 
Un tal valore sarà da noi indicato brevemente con 7^. Si costruisca allora 
la serie 

TéF^Ir (A) 

di cui ogni termine corrisponde a una trasformazione del gruppo. Io dico 
che in un intorno posto a distanza finita dai punti singolari di 7^ in if e dai 
loro trasformati per O essa è uniformemente e assolutamente convergente. 
Basta a tal uopo dimostrare la convergenza assoluta e in ugual grado della 

nel nostro intorno. Coi metodi di Poincaré e di Picard {*) si trova facilmente che 
la /ynel nostro intorno varia fra due limiti HI — yt iì\ » ^ ' ~i 2~^ > ^^^'^ 



(*) Cfr. le Mem. di Picard nei primi volumi degli Ada Mathematica, 

Annali di MatemaUcaf Serie III, tomo X. 2 
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lì, K sono due costanti finite indipendenti dalla traeform azione T consido-J 

rata. Posto /r = ^ 1 — r*— 77,1 si ha H^ A ^ K, dove H, K sono roslant^ 
[mod* «!';] ' ' , .1 

finite. Consideriamo ora Ìl nostro contorno e i suoi trnsformatì per G : essri 

sono tutti interni a A e se l'intorno iniziale è abbastan^ia piccolo, ossi nonJ 

si coprono l'un l'altro e perciò la somma dei loro volumi è finita. Se dr^l 

dr' sono un elemento di volume dell'intorno iniziale e. de) suo trasformato] 

per T, è -^^zlj.^ Ai — rr^.ì '■ Poiché 2rfr è finito è dunnuf conrer-' 

gente la Z od' '" l' ^ quindi anche per le disuguaglianze citate la :£/r. 

La <À> rappresenta perciò in R una funzione analitica die oTlden temente peri 
una trasformazione T di G resta moltiplicata per un fattore ìnd i pendente ■ 
da F. l metodi di Poiscaré dimostrano che una tal ?erie non è in generale 
identicamente nulla; il quoziente di due tali serie ci dà perciò una funzione 
itìTariante per il nostro gruppo. e. d. d. 

Visto questo caso particolare, passiamo ora al caso generale che alihiamo 

in vista. Siano u',{ì ~ i,2,...v) [i~\,2,...j »i — l]», + ti, ~\ \- ».- 

variabili qualsiasi e sia G un gruppo di cui ogni trasformazione eia deKl 
tipo i2), elle non contenga trasformazioni infinitesimo. Se noi non sappiomo.J 
se questo gruppo lascia invariato un sistema di forme Hermitinne non pos^v 
siamo dire che esso h propriamente discontìnuo. E noi ci facciamo le seguentta 
domande: Come possiamo riconoscere se un tal gruppo è o no propriamente,* 
discontinuo? Si può far servire un tni gruppo, anche se impropriamente di-^ 
scontinuo, alla costruzione di funzioni uniformi in modo analogo ni pre-I 
cedenti ? 

Ad ambedue le domande sì risponde con le seguenti considerazioni. 
noi ricordiamo quanto ho detto nello prime pagine delia mia Memoria citataci 
noi rediamo che i nostri gruppi appariranno propriamente discontinui, appon» J 
noi scegliamo qualclie varietii opportuna come elemento generatore nel 8(h| 
tito spazio Sk, anziché i suoi punti. E noi riconosciamo tosto che se noij 
consideriamo Sh (invece che come luogo di punti) come luogo dei sistemi] 
di fri punti in esso contenuti (dove m è un Intero abbastanza grande) Il gruppoJ 
rìusctc propriamente discontìnuo. In altre parole io voglio dire clie se nccantoj 
1.11-; ((,' coasiJorinmo degli altri »islenii di variabili, in numero sufficientemenlej 
t:'iu«ii', r,", H'/\ ?"'.... H so immaginiamo che G operi sulle r, sulle tv, 
iiio.io j.lenlico a quello, con cui opera sulle h, allora esso riuscirà propria-.^ 
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mente discontinuo nello spazio (che indicheremo con ^) le cui coordinate sono 
la parte reale e il coefficiente dell'immaginario delle singole variabili ti, 
t', te,... Una trasformazione del gruppo assume così il tipo 






_ a'iì vV + • • • + «}y,-. fi';-. + «t 



.Ili 



E per dimostrare il nostro asserto basta notare che una trasformazione (2) 
del gruppo primitivo di 6 è chiaramente determinata quando si dìeno in Gn 
un numero m {finito) sufficiente di punti e i loro trasformati. Se dunque 
perciò un sistema di m punti in Sk si potesse portare in un sistema infini- 
tamente vicino, ne verrebbe come conseguenza che il gruppo contiene tra- 
sformazioni infinitesime. Dunque il nostro gruppo G diventa certamente pro- 
priamente discontinuo ed è perciò possibile la costruzione di funzioni inva- 
riate per tutte le sue trasformazioni^ appena si pensi G operante sui sistemi 
di m punti di Skj dove m è un intiero abbastanza grande^ ma finito. 

Sono questi appunto i gruppi generali, cui accennavamo e di cui tutti i 
precedenti sono casi particolari. Se vogliamo poi vedere se il gruppo è pro- 
priamente discontinuo anche per sistemi di n punti, dove sia n <C m^ p. es. 
se esso è propriamente discontinuo addirittura in Sk si può procedere nel 
modo seguonte. Si costruisca nello spazio 1 una rete di campi fondamentali 
per il nostro gruppo e consideriamo quella varietà subordinata che è defi- 
nita dall'avere le coordinate u uguali a certe costanti o le sue trasformate 
per le trasformazioni di G che corrispondono ai campi della rete suddetta. Il 
gruppo G sarà o no propriamente discontinuo per i punti di Sh secondoche 
tali varietà sono o no a distanza finita Tuna dall'altra. 



Saggio dì una teorìa generale delle equa- 
zioni deirequilibrio elastico per un 
corpo isotropo. 



(Di Orazio Tedone, a Genova.) 



MEMORIA IL 
(Corpi limitati da due piani paralleli o da due sfere concentriche.) 



I. Problemi in cui il corpo elastico i limitato 

DA DUE PIANI PARALLELI (*)• 

1. ± unzioni di Green e funzione armonica. Supponiamo che i due 
piani limitanti il corpo elastico, sieno i due piani 2f = e « = A che indi- 
cheremo rispettivamente con ai e 99, mentre continueremo a chiamare a l'in- 
sieme di (Ji e (79 e ò^ la porzione di spazio da essi limitata. 

Se il = (a;, y, z) è un punto di *V, cioè tale che < « < A, consideriamo 
le due serie indefinite di punti : 

i4,s(a:, y, —z\ i4, = (x, y, 2 A + ^), At = {x, y, —2 A — 2?),..., 

Ain = i^j y, 2 n A + z), Atn+i = (a^, y, —2nh — z)^... 

A\=(Xj y, 2h — z)^ A't = (x^ y, —2h + z\ A'3^(x^ y, 4A — ^),..., 

A'tn-i s (a^, y, 2nh — z)j A'tn = {Xj y, — 2 n A + «),.. . 



(*) Ili questa seconda Memoria sulle equazioni dell'equilibrio elastico per un corpo 
isotropo, come in quelle che ancora potranno seguirla, continueremo ad applicare i prin- 
cìpi! stabiliti nella prima Memoria. Tutte le volte che capiterà di doverci riferire ai ri- 
sultati stabiliti in quella Memoria, aggiungeremo alla citazione Tindicazione (I"). 
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m 

rlir 8ono W due i^rie di immagini sucees^ive del punto A rispetto ai due 
pinni "ii 0,^ situate tutte fuori di 5, tranne At che può cadere con A sul 
piano 7, ed A t che può cadere con A nel piano a,. Chiamiamo: 



^t } ^f » ^3 ) • • • ) '**»! ) ^tn f I j • • • 

1<^ di^tAnzc" relative di ciascuno di questi punti da uno stesso punto (£, 17, (» 
di S (* continuiamo a chiamare r la distanza di yl dal punto (;, >;, C)- Quando 
il punto (;, 19, {) cade su 9,, avremo, dovunque sia .( in S\ 



T - ^i ) ^t • ' ''j 1 • • • 1 ^*in — ^tn+i ) • • • 1 
r % ' f f j '* I " ^* « ) • • • ) ^ tn- 1 — ^ '* jn ) • • • ) 

mentro, quando il punto {\^ >;, () cade su 7, , avremo: 

^*i " ^'f y **i '- **4 ) • • • ) '*tn I ~~ '*fn ) • • • ? 

Così, finsato il punto (|, )3, C)) dovunque in 5, quando A è scelto su ^i, 
III ha : 

r ^^ t'i I Tf ^^^ r I y r% =-^ r 1 1 • • • , r^ = r h- 1 ) • • • ^ 

nìtMìtr^, quando J ^ scelto su 3,, si ha: 

Nella poriione di spazio C ^ la funzione ^ considerata 

corno di|HMìdontc da ;« r, ;« è armonica, si annulla alFinfinito e sul piano ?<, 
mciìuc dìvenia ìnfiniiamentc grande e positiva quando il punto u, 1;, () cade 
in .4r« ohe ilp}^A^icne a questa pi^rzioue di spazio. Ne viene che nel campo 
c\nì>idcr;ro ;^v\ e quindi anche in 5, è 

^•■; ri-.;— 1 



1 • ■ l 1 \ x I I ' 

= ---^1-1--- - il 1» '1' 



IVI euj la 5*r>e 

- - il 

>.W5C%:er,AU c\a* d:j«i«ifi:i d* £- r, ;. «• '.aia Serie dì funzioni armoniche, 
Tv^^vj^n :k 5 * TXT^T :»:»?:"Tt. ■ms!:'^ ?il liàro r. e ali^mnniio ir: cui 5Ì an- 
v:;-Ar>*^ Svi •. •» 5*?*^^ / -t A^zisr:^^^z'^^ !:;dja, mei:ir>? ?u r, sì riduce 



9*i 



1 
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a -^ = — ; quindi, per i teoremi del Volterra e dell'HARNACK, g è una 

serie convergente assolutamente ed in egual grado in S e rappreseiìta in 
questo campo, ed anche in un campo più vasto, una funzione armonica e 
regolare; nello stesso campo, g è deriTabjle termine a termine un numero 
qualunque di volte e le serie delle derivate sono ancora funzioni armoniche 
e regolari. 

Di analoghe proprietà gode la serie 



''=(7: -7;] + (?7 - ;t) + 



1 \»*« 



I 



«n *' 2>»4-i 



(2) 



Essa si annulla identicamente su ai, mentre diventa eguale a -r- su ai . 

r i 

La funzione O di Grebk relativa allo spazio S ed al punto A^ interno 

ad S, è quindi 

11 1 , , , 1 i 
r ri 



G = 



1 , , , 1 



n 



r i 



+ 



%{± ^ J-\ + IL}-- J-] 

T \rtn rin-hif 1 \r211 rm+i/ 



\ 



(3) 



Per la derivata normale di G, avremo, su u, 






— 9 



\ 1 

r 

"a7 



1 



00 



+ ^n 



rirt 



82 



-F 



r in-l 



a^ 



\ 



(4) 



J?=o 



e su 7t 



(HL^^r-^+i-c-^ 



1)/* — 2 



(2« — 1)A4-2 \1 _ 



= 2 



r 

17 



1 



00 



+ 2;.. 



r 2W , r?n-i 






22 



32 






(4') 



;=fc 



Quindi, se <I> è una funzione armonica, regolare in 5 e che noi punti al- 
l'infinito di S si annulla di ordine maggiore a quello di - > e il punto A è 

r 
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interno ad Sy il valore delia funzione «P, nel punto Aj può essere rappresen- 
tato dalla formula 



2-* = 

»! 



H'^-H 



\2n + l)k — z 



..1 



rrn-t /J 



«1 



r. 1 
e — 

r 
é7z 



^ le — e - — l 

a — ic— r _i_V 



5) 



rfs- 






Osservando poi che, essendo le due serie di funzioni armoniche e rego- 
lari in 5: 

^A *l — 5 Ti — n^J 

iJ\ ria r^-i / 

•T. 

rJ l ria rìn-t J ' 

convergenti in egual grado sa 7i e ?s e quindi in 5, è permessa la incegra- 
zione termine a termine nella ^5)^ si può anche scrivere 

2t D= ♦-^(/y— V^l ♦ — -5 75 |d5 — 



'■X 






•r.. 



e 2 J r i'C2jri,c C 2 J r tnr^ f 

Czj r i \czj ri,K czj na-i 



5^ 



■»? 



'f- 



È pare facile dimostrare, inversamente, che, qualunque siano i valori 
segnati a 'fr su t, e t,. purché formino delle funzioni finite e continue dei 
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punti di questi due piani e siano tali che f^^^ f<=:^(jj — 1)«4- (y — ,j)«, nei 
punti all'infinito di a» e j, si annulli^ la (5), ovvero la (5'), definisce una 
funzione del punto A^ armonica e regolare nell'interno di S che nei punti 
di cr tende ai valori assegnati. E infatti, se * soddisfa alle ipotesi precedenti, 
ciascuno dei termini della (5) è finito, dovunque sia -A in S^, e rappresenta 
una funzione armonica e regolare nell'interno di S. Le due serie : 



In \^\—3 73 ]d^J 



o. 






«/- 



convergono in egual grado su <7| e cr^, quindi esse e la funzione definita 
dalla (5), sono funzioni armoniche e regolari nell'interno di S. Se si os- 
serva che 

hm \„ * —-3 zrr--]do = 



o, 



li. j/*-^,, 4- |.,|*(^i^^^ -<Ìi=af^j..i = 0, 



si ha 



lim*=— lim j<D-d 



Ot 



e quindi <P, nei punti di ?,, tende ai valori assegnati. Lo stesso dicasi per i 
punti di (7, . Poiché infine, le due serie : 

^ (2nh + z 2nh — z\ 
^. ( (2n + l)h — z (2n—l)h + z \ 

considerate come dipendenti da rr, y, 2:, sono convergenti in egual grado 
su 0-, e 7, e quindi anche in 5; poiché i loro termini, da un certo momento 
in poi, quando A^ sempre compreso in S, è abbastanza lontano, sono positivi 
e minori dei termini delle rispettive serie : 

2^v 1' 2(/i-^)V -,L 

Annali di Matematica^ Serie IH, tomo X. 3 
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e queste sono convergenti e si annullano nei punti all'infinito di a, e di (7, 

almeno come — » cosi anche gli integrali che compaiono nella (5) sono finiti 

e rappresentano funzioni armoniche e regolari nell'interno di S, ed essendo 
permessa, nella (5), la integrazione termine a termine, la <P può essere rap- 
presentata anche dalla (5). 

Le espressioni analitiche ottenute per ^ si sarebbero potute ricavare anche 
dall'applicazione del procedimento alternato di Schwarz. 1 termini che con- 
tengono integrali estesi a (J^ sono infatti le riflessioni successive sui piani a, 
e 0-, della funzione armonica e regolare nella regione ?^0 che assume su a, 
i valori assegnati a 4> su questo piano. E lo stesso dicasi dei termini che 
contengono integrali estesi a a,. 

2. Come conseguenza della convergenza assoluta ed uniforme dèlia 
serie g in S si deduce anche la convergenza assoluta ed uniforme della serie 





4- - - - . . . — 


1 


\u n J 


^ [re ri } 


00 / 

- y.,. ( i\^ì 


1 ' ]. 


\ 



(6) 



I . 

I 



(/, considerata in S come dipendente da |, >?, ? gode di proprietà analoghe 
a quelle di g. Essa si annulla identicamente su a^, mentre su ?, si riduce a 

i._fl_ M_/A_l-\ = l_2vY-i L\. 

rt \r$ rs ) {ri r% j n Ìf"\r4/»+s ri^+J 

Invece la derivata normale di g^ su a. diventa 

mentre 8U^, si riduce a — l-oy-/ • Similmente, dalla convergenza assoluta ed 
in egual grado in S della serie 

^ 7l^\r\ r',/^\r'. r\]^ r't^^"\r\n r\n-i} 

si deduce la convergenza assoluta ed in egual grado della serie 

0=4-— in (— 1)» {-} A-) • (7) 

" rt Y ^ ^ \rtn rtn-ij ' 
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Questa serie gode di proprietà analoghe a quelle di g' in S; su a, si riduce 



a -7- y mentre su a, si riduce a 
r « 



Invece per la derivata normale di g' si ha che su 7» si riduce a 

(I?) ^ ZLÌ4_U _ 2 v„ (- 1)"^ -A«-^Ì+^ , 
\d ;/5z=o ri 2 >* iH-i 

mentre su a, è identicamente nulla. Ne viene che la funzione 

G = - —1 + 4-—^ — ^' (8) 

si annulla identicamente su 7|, mentre su c7, è la derivata normale che si 

annulla identicamente. G è quindi la funzione di Green che risolve il pro- 
blema della funzione armonica e regolare in S e tale che acquista valori dati 
su ^1, mentre la sua derivata normale acquista dati valori su ?,. La sua 
espressione analitica sarà data da 

« :;: TtF^ i v / lAn^wA+^f , 2J . ixn— 2nA 4-«l , , 



"i 



J o^[r n T \r4n+3 r4)ii-5/ u \r4>i4-c riin+i))} 



8 C Td<s 



^ 2<h(— O'^o- * 2i'»(— l^Q- *--' h / 9) 

j r T ^ ?2fJ rìH T ozj rin-i l 

«1 «, o, 



a^ o^ Of Oi 



_ Cdt> de , f^ _ d_^\ 
J d^ r\n+t J 9^ r'*n+i)} 



"I ^2 



3. Per determinare l'espressione analitica della funzione armonica la 
cui derivata normale acquista dati valori su 7* e a,, partiamo dalla formola (5) 
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che potremo soriTere 



2. + = _iùl:_f*(v..X-l-)rf.--r*(v.X .l-jd,- 

<■ 2 J r J \ 1 e z ri,i j J \t e z r i>i-i ' 



"1 



Nelle >erie che compaiono sotto gli integrali non è lecito invertire il 

^, 1 
ssegno somma torio col segno di derivazione poiché le serie ^.. — ? • - • sono 

divergenti. Notiamo però che^ pel teorema di MrrrAG-LEFFLER, esteso alle fun- 
zioni armoniche dal prof. Afpkll {*\ le serie : 

%[± L), v,(_i L.V 

SODO convergenti assolutamente ed in egual grado tranne nei punti in cui si 
annulla qualche r, per cui, notando che nello spazio 5 non si annulla nessuna 
delle r che compaiono in queste serie, potremo scrivere 

^, JlJL — v A(J L\ — ì-v [1 Li 

e quindi • 

c z{ ì r TJ \rt^ 2 n */ 






IO I 



Da questa forinola si deduce che la funzione armonica e regolare 

{*) Ada Jl4Uk^. V. i, p. 3^ — Sar Ses f^acùoas »k \rs>is variibles r^elles . . . 
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in S 



J r T ■ V'in 2nhJ ^ j \r %n-i 2nhJ 



n\ o, n. 



J r T J V* ^n 2nhj T J \rin-i 2 n hj i 

è tale che la sua derivata normale acquista su 7, e a, i valori dati 2 t: 4>. 

La (10) mostra anche che una funzione armonica e regolare in S può 
sempre porsi sotto la forma della derivata rapporto a 2: di una funzione pure 
armonica e regolare in 6'. 

4. Aggiungiamo ancora le considerazioni seguenti di cui faremo nel 
seguito uso costante. Ricordiamo cioè che una funzione qualunque, armonica e 
regolare nel campo 2? > è rappresentabile per mezzo di una serie della forma 



00 



^m \e-^' [am iy) cos m w + 6^ (7) sen m w] J^ {yp)dy (♦) (1 1) 



u 



assolutamente ed uniformemente convergente in quel campo, dove p^ fù^ z è 
un sistema di coordinate cilindriche; Jm la funzione di Bessel di prima spe* 
eie e di ordine m\ atn{y\ bm(y) due funzioni" di y ed m un numero intero 
e positivo variabile da zero a + ce. E viceversa, una serie qualunque come 
la (11) rappresenta una funzione armonica e regolare nel campo z'^0^ che 
si annulla per z= -\- 00. Abbiamo supposto che il campo sia quello determi- 
nato dalla disuguaglianza ^>0; ma è chiaro che lo stesso vale in un campo 
qualunque limitato da un piano. 

Più generalmente, una funzione qualunque, armonica e regolare nel campo»?, 
cioè < ;2f < A, è rappresentabile per mezzo di una espressione della forma 



00 



21m j e-''* [a,n (7) cos w ck) + b„, (y) sen m &>] J^ (y /&) d y + 

' •> (12) 

90 

+ ^mi e-y^^'^^ [um (y) cos m w + 6^ (y) sen m w] J,„ iyp)dy 







le due serie essendo assolutamente ed uniformemente convergenti in questo 
campo. E viceversa, come sopra. 



(*) Heine, Ilandb. der Kugelf. 2.er B., S. 181i. 
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QuestViltiino risultato^ può dedursi facilmente dalla (5) sviluppando i sic- 
goU termini secondo la formola (11) e sommando rispetto ad n. 

Infine osserviamo che se una espressione come la (12) è identicamente 

nulla in 4?, le funzioni a^ (y), i^ (y) ; ««, {y\ b^ (y) devono essere nulle. 

5. Ciìi$o in cui sui due piani limiti sono dati: u^ v, w. Supponiamo 
che i valori di Uy r, ir dati su a sieno tali, naturalmente, che si possano 
applic^ire i risultati dei numeri precedenti e le formolo (5) o (5 ) ed analoghe 
dì yV). Chiamando allora l\ T, ÌV le funzioni armoniche e regolari in S 
che acquistano su a, rispettivamente, i valori dati w, r, tCy per le formole ul- 
timamente citate, avremo : 

•I ^= e -—- jaT-l — a«j — 2i»t(2ii*-T-e)r-l — atj — 

4~u. ( csjr i ex) fin 

T ^ fxjrt*-! ^ ex} r 



''t 



^ V, [,2h -^ lì * — ^] /- 1 -?- rfs — 
I ^ ^ e xì n^ 

T ^ ^ e X } rt^-i \ 



••» 



— X- |2 • i — r «— I -T^ — rf^ — «* — 5^. 1— rfj — 


















** 






flSi 



•% *- 



• 
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(14) 



(13) 



Ey se poniamo : 

«l O, 0| f 

(Tg (jj rT| 

potremo anche scrivere più brevemente : 

«^C/ + ^^|:.f(2n/, + ^)|?-" + (2«/* + A-^)^'l, 
4:^1^. ^ [' 8x ^ ^ ex \ 

r=:r + ^Sf(2nA+e)^ + (2«A + A-e)^l. 

^ == 2^^ § à^ ^»''» ~ ?"^- 

Il problema propostoci sarà, evidentemente, risoluto sé riusciamo a determi- 
nare le funzioni 'f in modo: 1.^ che sia soddisfatta identicamente l'equazione 

e^'^ + ll + lE (15) 

in S; 2.^ che, nella stessa regione S e su a, le y e le loro derivate prime 
sieno finite; 3.° che le 9 stesse sieno armoniche e regolari in S; 4." che, per 
2r = 0, sia : 

mentre, per « = A, sia : 

5." che, infine, le serie che compaiono nei secondi membri delle (13) sieno 
convergenti e derivabili almeno due volte in S. 
Poniamo perciò, ipoteticamente : 



00 



':• = ^I'» J ^' ^' (^m OOS W 0) + 6m Sen m w) J^ (y p) (Z y, j 





00 



if'o = ^«» 1 ^"''^'^ '^ («m cosm w + 6m sen m w) J^ (y p) rf y ] 

' 



(16) 



24 T edotte: Saggio di una teoria generale delle equazioni 



in cui amj bmj amj bm sono funzioni di y da determinarsi. Ne viene in con- 
seguenza : 

00 \ 

fn ~ " 21»» I e-'^^^^^^'^ {am cos ni w + b^ sen m w) Jm (y p) d y, , 

ò 



oo 



y- >i -- ^m I e *'^«^'' '> {om cos w w -f 6„, sen m w) Jm (y p) d y, 

' : (16') 

^'m -- 2i»^» j e~*''^'"'' < ^-^> (a^ cos m w + fem sen m o)) Jm (y |&) d y, 



u 

co 



v'-n — ^m 1 e?-><'"'^-'*+*) ((7m COS m w + bm scn m w) Jm (y p) e? y. 



u 



Con questi valori per le o bisogna ora cercare di soddisfare all'equà- 
zione (15) la quale può scriversi 

1 (15') 

Il secondo membro di quesia equazione, essendo una funzione armonica 
e regolare in S^ si può in questa regione, rappresentare con una espressione 
della forma 



00 



2Sm 1 e-f (a,„ cos m w + b,„ sen m w) J,„ (y /&) rf y + i 

(17) 

ce 1 

+ 21"* j tf ""^^^""'^ (iim cos m tu + bm sen m oo) Jmiy p)dy ' 







dove ii,«, b,^, om) bm sono funzioni di y da ritenersi note. Sostituendo nella (15 ) 
i valori delle ?, 9 e di l^-^pl-^l^ dati dalle (16), (16') e (17) ed 
eguagliando nei due membri i coefficienti di : 

f-^* cos m 'ja Jm ^y p\ ^'^ sen m '^ Jm (y pS ^ v^'»-*) cos m 0» Jm (y p\ 
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si ottengono le equazioni seguenti: 



((m 



'm 



-^ ^ y- l 1 1 J 

-'- h f \b,„ % n e «»''' — b„, v,. „ e-(.« OAy] , 

"y- l 1 1 j 



+ 



■V 



+ --+ 

^ 2 



Um 



A + 3 •/ 






— - /' f [^m S w e-'^'^y — am %i n e-(*« >0/r/l , 
'"(^ l 1 1 J 



bm 



^^,1 7 \bm [l+^ne '-'^y) - bm ^n ^-C-- 

donde successivamente : 



-OAy]-{- 






4 " w. 



.J.; (1 - e'*-")' ^im = (X + 3 fi) (c'*v _ 1) (a^ gfty _ a,„) + 



4 - 'A 



+ 2 (>. + f*) A y e*-/ (a^ e*' — c„.), 

A (»„. = [(X + 3 p) (e»'" — 1 ) + 2 (X + fx) A y] c'^' <^„, + 

+ [(X. + 3 ^) (c»*v - 1 ) -I- 2 (X + fi) //. 7 «»'•■/] o„. , 
A o„. -- f(X + 3 f/.) (e'*-' — 1) + 2 (X + p) A y e»*^] a^ + 

+ [^X + 3 fi) {e'^-' - 1) + 2 (X + fx) /* y] e''5' a,„ , 
AÒ„ = [(X + 3fx)(c''-/ -1)4-2 (X + f^) Ay] c*^ t'm + 

+ [(X + 3 fx) (e»'"' — 1) + 2 (X + pi) A y e»"!'] "b^ , 
A 6,„ = [(X + 3 fx) (c'*v — 1) + 2 (X + fx) A y e'^t] b„ + 

+ l(X + 3 fx) (e'*" — 1) + 2 (X + fx) A y] «"•/ 1>^ , 

^ "" 4 :. a (eC - T) ['/ ^- 3 fx)» (e»''» - 1)' - 4 (X + uY h'- f e'"»]. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 



(18) 



(18) 



(19) 
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nelle cui sommatorie m varia sempre da zero a + ^^o ritenendo però nulle 
le /3 con indice zero e le a e /3 con indice — 1. 
Troviamo allora : 



'% =^(«. + /31'>-2«a 



V 



^h = Y («t - 2 «, -i- /3<') ^ /5i" - 2 ««'), 



*/ 



l\ = -^ (/3. - /3, — 4'> - 2 a<" — 2 /Sl^^)), 



am= -|- (««.+. - «„.-. -f /3iiV. + iSiil, — 2 «i;'), 



t-,,. = 1 (^„.+ . — r^».- . — «21 , - «Hit — 2 iSe') ; , 



(21) 



mentre le ii,„ e le b„, sono date dalle stesse formole purché si aggiungono i 
tratti a tutte le a e a tutte le 6 e si cambino i segni agli ultimi termini. 
Quando U, F, W sono dati sviluppati in serie nella forma (20), in 5, e 

le funzioni a,„, b,„] a„, b,„ s'intendono determinate per mezzo delle funzioni a. 
e /3 che entrano in IT, F", W^ dalle (19) e (21), la soluzione del nostro problema 
può anche essere rappresentata dalle formole seguenti : 



" = ^^-81^ 



OO 



— l)(gy2/i-^)-fe'/^) \ 



«0 cosca Ji (y p) 



+ 



8 



^ j^^ (g2'»y— 1)2' 



+ i [(«m4l — «m-i) COB m W + (Ò^+i — ^m-i) SCU m w] J„, (/ /o) "h 
w J 



^\ye^^dy-^ ] (,a.v Jl). j--^oC08a)J,(yp) + 





\ 



(22) 



+ ^ [(Oi«+i — «m-t) eoe »» « + (6,,,,., — i„,_,) sen m wl J,,, (y /») ( , 

m ) 
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V 



^' + !^ r ^ 2he^^y(e-y^—e^^)+z(e^f''^—ì)(ey^^^-'^^ey^) 







(g«;i7_l)2 



ai sen wtJi (y p) -j- 



+ 2 [(*m-n + ft,H-i) oos m « — (a;„+, + a,,,-,) sen w a>] J,„ {yp)\ + 



00 



+ -S^iT J5'*^''^5' ^Te'^^l)^ I -«.seno, J.(yp) 

ò 

+ ^ [(*«.+! + *(»-«) cos m w — (a,„4i + (t,n-i) sen w «] J,,, (y p) , 



+ 



u; 



— tur >^ + f- 



00 







— ^ (a,;t cos m ùj + 



+ 6;^ sen m w) J,„ (y p) d y, 



00 



1 Tv (e''''''—-' ^''-) 

9 = — v„, gZfty _ ^ («'« COS m 0) + ó,„ sen m w) J,„ (y p^ dy + 






(22) 



00 










nelle quali formole bisogna supporre fto = Òq = «-i = ci_i = 6_i = b^^ ^^ 0. 

7. Caso in cui sui due piani limiti sono dati: L, ilf, -AT. Questo nuovo 
problema si potrebbe facilmente risolverlo direttamente partendo dalle (8) 
della (I/) e facendo uso della formola che dà la funzione armonica e rego- 
lare in S per mezzo dei valori che la sua derivata normale acquista su a 
che è stata costruita al n.*^ 3; però è forse più conveniente farlo dipendere 
dal problema precedente coli' osservare che le equazioni indefinite, derivate 
rapporto a z^ ci danno : 



At *i^ 4_ '• ' t-" jL^ !_:. — 

Z (A X ó z 



(23) 



Scrivendo, per queste equazioni, le formole analoghe alle (13) e notando 
che le funzioni armoniche e regolari in S le quali su ? acquistano i va* 
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\ » e n d V d w , j . . . . n . 

lori r^ > TT-p » -^ ' p^r 1^ condizioni m superncie, cioè : 

e '^ ^ ^ 

su 7,: L = — 2(jijr^* — mAy 3/= — 2 u (:r-:p -r ®i) ' 

e SU 7,: L = 2:W|-|J — ©jj, 3/= 2 y |^ + tsT.j > iV ~ >. ì^ + 2 a y^.» 
sono identiche, rispettivamente a : 

dove p, a)/, ^Ji indicano le funzioni armoniche o regolari in S le quali acqui- 
stano su j, i valori di L, 3f, JV dati su questo piano col segno cambiato, e 
su 7, i valori di L, 3/, ^ dati su a, col proprio segno, sì ottiene: 

oz 2(a' '4-;x(3xJ^c;?-'Y oxJ di rtu 

T d xj d e, r 2n-i ^ d xj di r 






5n[(2«+l)A-^]/-l^j4^ 
T" *■ ^ X J l r in 



(h 






'»« 



8 ^ 2 y. -4 - ;/. l Cyj di r T ó y j dl^ r^.i 



". Ol 



T Cyjdlrin-i ^ dt/Jdl r 



I 



(24) 






1 ^ dy ) d\r\„ 



rr. 



3j^ ^i À^ A X + fA d , A + [j. j \ d rg de 



f^- 



, ^ 3 r a rf e », e i d dG 
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Chiamando ^^^ ^\^ ^^t ^-n? ^nt ^'-n le espressioni analoghe alle f del 

problema precedente, quando, nei rispettivi integrali, invece di fi, è posto 

fi fi 

^ , le formole (24) possono scriversi : 



or/ •• 
ti 






o- — 3 «^1 + -1 — ^ 2i« (2 n A + ^) -^ + (2 n h + h — z) -^ > (24 ) 

~ ò Zi — ' a * 5 r ■; '* Zi" 2 ~ ' 

2 «A 2 a 2 (A 2 4 7C y, S*5 g 2 



9/0 

di 



Il problema è ridotto a determinare le funzioni incognite Oi, <?, e le -J/ 
in modo che sia identicamente : 



8 o, _ j_ l'a-^ _ 8^\ L^_ 1 



I2 "~2y.^ay a«j 2;* dy 



4 



8 ^ 2 OL \8 ^ X J 2if. X l 

6 1 /a? , aaJ? , a:)M A tf a^ ,, , r . 

ed, inoltre, che le ^ soddisfino alle stesse condizioni 2.^, 3.°, 4.® e 5.*^ a cui 
soddisfano le ^ del problema precedente. 

Delle equazioni (25) soltanto la terza è una condizione fra le ^. Quando 
queste funzioni sono determinate, le prime due delle (25) ci determinano, con 
quadrature, o, e ©«, ed w, v, xo restano anch'esse determinate dalle (24) o (24 ) 
per mezzo di quadrature. 

Notando che 

l'ultima delle (25) si può scrivere 

va, „,tr a»,, , ,, , 2- /ai' , aa)? , a«j.'\ ,y.. 
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Se ora poniamo: 



P = ^w \ ^"'^ («m eos pi w + /3^ sen m oì) J^n {y p) d y -\- 





21>w I e-y^^-^^ (>,„ cos m w + ^„, sen w? w) J,„ (y /&) rf y, 





oc 



oe 

-h 2;J ^■'^^'•-^^«Ll' cos m 0) 4- 6i;) sen w w) J^ (y />) rf y, 


OD 

*->J ^im ( «-■"♦* {»'■: cos »H w + /5j;' seu »j '^) J„, (y p) rf y + 



(27) 



oc 



/-J»ll 



imi c- ■■'<'• -')) («•:' COS w 0. + /31,2> sen «? a.) J^ (y p) d 7, 
si troverà 

d\} , dm , di}i V r vz- , , -. . T / \j , 

^ -f- y- + jj ~ 2m I " -'* l.a«, cos tu u + b,„ sen m w i J,„ (•/ p) rf y + J 
+ 21»n I e-'"'--' {o„ cos MJ w + b,„ sen m w) J„, {/p)dy 



(28) 







le funzioni a,,,, b„, ; a„,, b,„ di y essendo espresse per mezzo delle funzioni « 
e ;3, dalle (21). Se poniamo ancoro, ipoteticamente : 



+0 = 2,„ I ^-*'-' (/!„, cos w co + b,„ sen m w) J,„ {yp) d y, 



f = 2»„ e-'-'^'^-'^) (a,„ cos w 0) 4-6^ sen »w co) J,„ (y p) rfy (*), 



(29) 







(♦) Abbiamo indicato le funzioni indeterminate di 7 che entrano in g, 2W, i)ì ed in 
tof 'Ko* ^^" ^^ stesso nome col quale abbiamo chiamato le funzioni analoghe che entrano 
in l\ r, W ed in ^q^ cp'o, nel problema precedente, per semplicità e perchè non c'è luogo 
ad alcun equivoco. 
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le altre ^ saranno determinate, come le corrispondenti 9, dalle (16). Sosti- 
tuendo allora, nella (25'), per le ipo, ^0 le espressioni (29), le analoghe 

espressioni per le altre ^ e, per ^ |- ^ — f- ^ — ^ r espressione (28) ed ugua- 
gliando, da una parte e dall'altra, i coefficienti di : 

e"'^' cos m w J,n {y p\ e"'*' sen m co J,,, (y p)^ 
^-'/{h'z) (jQg ,;^ ^ j^^^ (y ^j^ ^-y(^-'j) sen ?;ì w J,„ (y p), 

si trovano le equazioni seguenti: 



2- 



'wi 



[ a«. (1 + % «-"•''■') — Om £'■• «-<"•-'>''•'' ] + 



2- 



■k + ,1 



b 



IH 



[h,„ (i + 1" 



00 



e '«''■/ ) — h„, V„ e-C'»-'"»/ 1 4- 



i)/>/l 



+ 



2/f/'k„£< «e-»'*)' 



-6„,S««"'*'*''^*'' ' 



2- 

X 4- a 



2- 



À -1- ;j. 



donde : 



J 

+ 2 /< /' [^„, £,. n e-»"*/ — Z»,„ £„ n c-("« ')/r/j , 

A a,„ ■-= (e-''v + 2 /* y — 1) e"' a„, + [e^^y (2 /, y + 1) — 1] a,„ , 
A «„, --- [«»''•/ (2 /, y + 1) _ 1] rt,„ -f (e'/r, + 2 /« y — 1 ) e''/ .i„, , 
A ft„. .^ (e"'/ + 2 /» •/ - 1 ) e''v b„ + [e"'/ (2 // y + 1 ) — 1 ] b,„ , 
A A„. :.. [e"'-' (2 A 7 -1- 1 ) - 1] b,„ + (e'"/ + 2 // •/ - 1 ) e''/ b,„ , 
A :=. 0- -r i^) Y g''J r(g,/,y - . 1 )' - 4 //* •/ e"-/]. 

Annali di Matematica, Serie IH, tomo X. 
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(30) 



iJ 
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n problema è così risoluto, salvo ad eseguire delle quadrature, e la ve- 
rifica della soluzione si rende agevole, tenendo conto di quello che è stato 
detto pel problema precedente. 

* 8. Per completare la rappresentazioue analitica della soluzione, po- 
niamo : 



= 3» I ^ («m eoa w « + i3,„ sen m w) J^ (y p) dy + 

OD 

+ ^à^ —TT- («>« cos m w + i3,„ sen m f^) J^ {y o) d y, 



aji = — >: 



, i'e-^- 



m 




I ^ («li^ cos w ck) + /su» sen m w) J,„ (7 .o) rfy + 



OD 



, (31) 



+ 1"* — t: — Kl^ cos m w + .ò<J> sen m wì J„, (7 p) d 7, 




GD 



'M = 



2;». I ^ (a«> COS m w + /3(,7> sen »» w) J,„ (y p) rf y + 

+ Z^j («!2^ cos m w + fii,^^ sen w o^ J^ (7 p) rf 7, 



nelle quali formole sMntende che sia convenientemente modificato il termine 
corrispondente ad m = 0, affinchè l'integrale sia finito (*). Similmente, indi- 
chiamo con una lettera con un tratto, o con due tratti, sopra, ogni funzione 
armonica e regolare in S la cui derivata rapporto a ^, la cui derivata se- 
conda rapporto a 2?, è la funzione armonica e regolare in 5 rappresentata 



(*) Per costruire, senza equivoco, per es., l'espressione di IS si può osservare che Ji 
rappresenta la funzione armonica in S la cui derivata normale acquista su a ì valori L 
e si può quindi far uso della formola (10), in cui si sia posto : 

o, a, 

tìasta poi sviluppare — per funzioni di Bkssel come in Heine (luogo citato) e sommare 
rispetto ad n. 



-. *.T 
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dalla stessa lettera senza tratti. Avremo così : 



di/a 



« = 2^ + ^.4-'4±^|.[(2nA + .)-.-^- + 



d X 



+ (2nA + A-.)^'.-/-(^„_f„)], 






±f£[(2nA+e)?Ì^4- 



l(? -- 



ay 



+ (2nA + A-^)^'-g^(^„-^„)] 



2^.+ 2^--2lf^^ + I^f^A"*-'^^ 



(24) 



1 r 



3y 



dm 



j 2<A ay 



~A 2(» 5~ (2 « * "pn 



+ <p«) + ^ (2 n /* In 



- -^ ")] 



ai' a •')ì\ , _x_ a_tì 

2 <j- a X 






+ 



+ -. — - Zi'' U- (2 n A a»« 



+ *n) + g-(2n/*f„ 



- -I-»)] 



(25') 



6 = 



l 



/a i' a a» a »jì 

5"„ T — 5t: — r 



X -f-|7. \dx d y 



dz 



] 



h t 






— ^n). 



Queste formole, infine, sostituendo per le ^ le espressioni (29) ed ana- 
loghe ed eseguendo la sommazione rispetto ad n, possono porsi sotto la forma 



(♦) So le ^n, 'Yn sono rappresentati da integrali estesi a <t, , <j,, bisogna inten- 
dere che, in queste formole, sia 



'-^n 






a. 



«t 



\ 
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Nn({ii(Miln : 



il ^ tSJ- 

2'A • * 



Hr;..j''y v(,/''/-l,. ^Jj--«,COS..J.(y..)-t 

il 

^r::.y''^y V(e^'.v-1)«- j -«oCOS^J.Cyp) 



+ 



2 'A 



« - !T- - ©, 



I i-H l'i/',» 111- /■»»,- . ) eoa w* w - («„. M - 1- a„, - 1 ) se» w» w] J„, (y /j ) j — 
j< - ;, J ""''/y vC""'-'-!)' -• I -a.sen«J.(y.O 



n 



|-2i«.I(/'«.M 1 '>„,-i)co8mw ■(a„,f, + a„,_)senww]J„,(yi) , 



»» 









1 , 






I 



• V^ l<*«. I : K .) 009 »M V - ya .. -, — «., , » sen »m w] J^ iy p • ■ — 
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8 



+-f/. r* ^y , 2 A V g/r/ ( g-y(/i~c) ^ gy(/ i-.>-)) 4- (^2/iy — 1 ) (g-A 

— j e cr y ^ (^v/iy"::!- iji 

u 



cv-) 



— aosen '>> J, (yp) -f 



+ là [(6;«4-i -f Ki-i) cos m w — (a,„f 1 + a;,,-,) sen woo] J,„ (y r,) , 



_ 1 (di' o-M\, >. a'i . 



X 4 }A 



OD 



8 



- 





rf 



2 <x Sa; 



2 A V e»''/ (e-v- — gv-) 4- («"'''^ — 1) (c^^ — e/^2''--^) 



y(gt/iy_ 1)2 



— a© cos w .7i (y p) T" 



+ il [(«m+i — «y/i-i) cos m 0) + (6,„M — *,„-i) sen m w] J„, Ì7p){ + 

m I 






ey(/«-- ) -f (fiih/ _ 1) fg-yj _ g/x;) 



U 



y^g«/iy_l)2 



(«0 sen w J, (y f') + 



+ 2I'« [(^«»^ I — «m-i) cos m 0) + (6,,,+, — b,n- i) sen 7n w] J,,, (y p) | , 

OD 

5 = - ~ v„, J ^^^^,^ _ ^ — (a,„ cos 7/1 w + 6,;. sen m w) J„, (y p) d y + 







OD 

1 f tf'*'^ (^'^^ -f e~'^^) 







nelle quali formole bisogna ancora supporre fto==6o===«-.i==«-i^==^-i==<^-.i=^0. 

8. Casi in cui sui due piani limiti sono date altre condizioni. Con me- 
todi analoghi ai precedenti si possono facilmente risolvere tutti gli altri pro- 
blemi in cui su o sono dati parte degli spostamenti e parte delle tensioni. Fra 
questi problemi vi sono i quattro in cui tanto su a^ che su c^ sono dati: 
1.^ w, V, N] 2.^ L, t;, Wj ovvero u^ M, w] 3/^ m, M, N, ovvero L, v, N] 
4.^ L, Mj w. Per ottenere la soluzione di essi basta combinare in modo op- 
portuno le (13), o (13), derivate rapporto a 2f, e le (24), (24 ), e tener 
presente che date y, e fo sviluppate in serie, come dalle (16), gli sviluppi in 



) (25") 



(*) In queste formole bisogna tener presente che lo dm , ^wi » «w , ^^m » hanno un fat- 
tore Y- 
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Borie analoghi di <//« e ^\ sono: 



*• = 1-^ i^kf^l )[- 'e'*^ + 1 ) «,„ + 2 e^i- a,„] cos m « + 



O 



+ [— («"" + 1) 6,„ + 2 e"/ 6„,] sen m 'J J„, (y p) d y, 

' (32) 






* • -' -- I >77Zrr jt— 2 e'»> a,, + (e'f^-^ + 1 ) a,,] eoe m w + 



[— 2 e'»^ ò,, + {e'^y + 1) 6;,) sen wi « j J,, (y o) d 7, 



Questi Talori di ^/^o e <// si esprimono facilmente con serie di derivate 
delle :^ rapporto a z e possono ottenersi eguagliando i coefficienti nelle due 
pani dell'eguaglianza 

"*■* e* "^i* d 

^1 F? ^'^ - "" ^'^^ ^ S' F ^'^ ** "~ '^''^' 

Oltre ai quattro problemi precedenti, altri venti problemi si possono ri- 
solvere con uguale facilità, e cioè quelli in cui su uno dei piani, p. es. su <?!, 
sono dati: «, r^ ir, L, My N^ ovvero una delle altre sei combinazioni 
sopra enumerate^ mentre su <?; sono date altre condizioni, prese sempre fra 
queste combinazioni, ma non identiche a quelle date su <;,. Per risolvere 
questi altri problemi bisogna anche servirsi della formola che dà la funzione 
armonica in 5 per mezzo dei valori che questa funzione acquista su uno dei 
piani e dei valorì che la sua derivata normale acquista sull'altro piano, e 
della funzione di Gsnct corrispondente, di cui abbiamo discorso al n.^ 2. 

Fra tutti questi problemi sono degni di speciale menzione ì tre in cui 
SD ognuno dei piani sia data la componente normale della tensione e le com- 
ponenti tangenzial: d^ii spostamenti, o viceversa, perchè per la loro solu- 
zione^ non è necessario ricorrere a sviluppi in serie di funzioni speciali. 
Servendoci, infarti, di una proprietà delle equazioni della elasticità, rilevata 
da] prot SoMieiiAXA ^ > sì possono costruire, partendo dalle soluzioni dei prò* 
blemi analoghi^ date alh pag. 13 di (L't, e relative al caso in cui il corpo 



(•) Sul prtncijiit» itói* iatau^hai f: Lor»J Kelwin e le equazioni doirElasticttà. Rend, 
deirAtx. dei Lincei T. IL L' inm^ 5. r>.% fise. -!.•. 
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elastico è limitato da un solo piano, infinite soluzioni del problema dell'ela- 
sticità, con riflessioni successive, nel senso del prof. Somigliana, rispetto ai 
piani cr, e 'j,, e con queste infinite soluzioni si possono, con metodo alternato, 
costruire le soluzioni dei nostri problemi. 



II. Problemi in cui il corpo elastico è limitato 

DA DUE SFERE CONCENTRICHE. 



1. Funzione di Oreen e funzione artnonica. Su questo notissimo ar- 
gomento diremo quanto basta per procedere sicuramente nei nostri calcoli. 
Supponiamo che le due sfere, limitanti il corpo elastico, abbiano per centro 
comune l'origine delle coordinate, e indichiamo con 7, e «j^ lo loro superficie, 
con B,, /?, i loro raggi rispettivi, e sia J?, <2?,; mentre indichiamo sempre 
con a l'insieme di Gì e a2 e con S la porzione di spazio da esse limitato. 

8e A ^{x^ y^ z) e un punto interno ad S e (|, >?, $) un altro punto 
qualunque di S, poniamo : 



/ = v'ic» + if + z\ p=\JV + n' + SS 



/ 10 cos w = re ; + y )? -|- 2? C, r = \/ /* + p* — 2 / p cos w 

che sono le notazioni già altra volta adottate. Insieme al punto Aj conside- 
riamo la serie infinita di punti: i4,, -^s,..., An^ che si ottengono pren- 
dendo successivamente i reciproci di A prima rispetto a ci e poi rispetto 
a a, e che cadranno alternativamente all'interno di ai ed all'esterno di a,. 
Similmente, consideriamo la serie infinita di punti: A\j -4',,..., iln,.-* che 
si ottengono prendendo successivamente i reciproci di A prima rispetto a ag 
e poi rispetto a a, e che cadranno alternativamente all'esterno di a, e all'in- 
terno di <Jt . Tutti questi punti, com'è noto, sono situati sul raggio vettore 
che va al punto A. Chiamiamo poi /, ed n le distanze di Ai dall'origine e 
dal punto (;, >?, S) e con /'»•, r'i le distanze di Ai dagli stessi due punti. 
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Avremo evidentemente : 






(33) 



ri = \'p* -{- l* — 2 li p eoa uj r',= \7J + p' — 2/,pcosw. 
Per note proprietà dell'inversione, quando il punto (^, rj, () è su a,, 



si ha : 



1 /?, 1 


1 Wi 1 


, - 5 • • • > 




r / ri 


r^a /fa rt«+i 


1 Hi 1 


l /?l 1 


ri ( 1 r 2 


r't;i-| /'2;j_l r'j>i 


ito (;, /?, C) si trov 


a su <7t, si ha: 


1 Ih 1 


1 Rt 1 


r /ri 


r in l in r t)»4i 


1 ^2 1 


1 Rt 1 


— , • • . » 


- — - - , . . . 


ri /i Vt 


Vttì^i hiì^i Vtiì 



Se poi, scelto comunque il punto (J, >?, {) in S, è ^ che cade su 7j e quindi 
/ = /?,, si ha : 

/ / 7 — 7 / /'. 

» • 

r := r» I r^ — r 1 ^ . • . ^ vi ^= ? /-i ^ • . . ^ 

mentre se A cade so 7* e quindi l =z R^^ si ha : 

/ I / / r. — 7. 

f * i j * i 'l J • • • 7 * 'I— l > • • • > 

f^ ~-~ IT i » f * ^i*.»*! *| -— f I— I j • • • 



La serie 



^^ 1 < (^")" e J ^ ^_\ _ 

~ / 1^1 /, rt Ri Ir,' 7, r4 j "•" " J 
ir. ^. .7;, «»-' /_! 'Jl Jl] 



: (34) 
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è tale che i suoi termini, considerati in S come funzioni di ;, >), $', sono tutti 
dello stesso segno e sono funzioni armoniche e regolari. Per quello che è stato 

notato, su <?, si riduce a — > mentre su ^0 si annulla identicamente. Essa 

r 

stessa quindi rappresenta una funzione armonica e regolare in S derivabile 
termine a termine un numero qualunque di volto. Di analoghe proprietà gode 
la serie 

. _ i?2 J ^ /_L _ :^ JL^ — f^iV l ^ ^' -\ - - 

^~ r r\ RArt r^ vz) \Rt)\r\ tir',) "' " 

E2 1 ^ (RiV^l 1 Ih 1 \ ( .,., 

l ri 1 \R2 1 \r2n /t,«?'2i»n/ t 

Ri « p2\'*~7_i .._^ _i_V : 

g' si annulla identicamente su (7i, mentre su ^^ diventa eguale a -7 • Ne viene 

/ 

che la funziono di Green relativa al punto A ed allo spazio 5, nella forma 
più comoda per i nostri calcoli, sarà 

G--]:-9-9'. (36) 

Per la derivata normale dì G., sì avrà, su e, : 



l a> /,=/?, ~ /e. l r3 " ^ T'" VA'. I r?» / 



(37) 



e su a, : 



_ R, ^, /i?. \»«-' /^|-/|„-i1 i 



(37) 



La funzione '1* armonica e regolare in S che acquista valori dati su o 
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sarà quindi rappresentata dalla formola 



4=*-=-A[,Bì-<,J.p^.;+|„|j;.)»,«,.-/w/<.: 



t r tei ' ^ -"-' J rVT 



+ 



"i 



+ll'«^-''>J'"^+f(":>-''4*:^; 



^ (38) 



a. 



2. Notando che, se $ è una funzione armonica, tale è pure / ^ ? ri- 
sulta subito che per costruire la funzione armonica e regolare in S la cui 
derivata normale acquista su ^ valori assegnati, basta costruire la funzione 
armonica e regolare in S che acquista su 'j, i valori dati per la derivata 
normale su questa superficie moltiplicati per R^ e su <?, i valori dati su e, 
per la derivata normale moltiplicati per — 72,; dalla funzione cosi costruita 
si dedurrà la funzione cercata con una quadratura. Abbiamo intanto : 



+ 



"l "1 

/?» ff, '/i?«\«-« p, ,,, .fd<P da 



O, 



-(«!-'"»/.^7^-i"(ir(«s-'-'"'/^?r 



+ 



ex. 



+*l„(|)- ,«,_,,.,) j^l^ 



Oa 
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e quindi 



4 . * -. cosi. -j'V [(«! - i-)j^ t: + 






o« 



--fS"(«:r"'<«>-'"-'j"v.-£]' 



CI 



Il primo degli integrali che compaiono in questa formola è certamente 
finito; per mostrare che tale è anche il secondo, notiamo che: 



o. 



iz=tì l 1 \Jii 1 ^ J dn r^n^i 



ti. 



ii?"(sr]/^i-=i['+it)i/i:- 



»), f»i 



e che, per l'esistenza della funzione cercata, bisogna supporre 

d<t> , . rd<t> 



J dn J dn 



a. 09 



3. Per maggior chiarezza dei calcoli futuri aggiungiamo le osserva- 
zioni seguenti. 
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Intanto: 



(R] 






n:= 



"t 



t-r[(f;)*>-"l 



<!) 



rfi 



«fi 




|)"b; + .-2(*J"«,,.o, 



3 



fj) 



={mijT^'-'-]K: 



«I 



4' (fi! -rj„-.) (■*,;- = 

e J r 2n-l 



o. 






rf'T 






'^-'»»j*^=(ir[(ir«'--"]/*^ 



ja 



o. 



o« 



^'«-^-)/*£;=l[''-(SHM^, 



f'^ 



f^ 



dove abbiamo posto: 



r',„_. = \/(^y> + /' - 2 [j^]'^R, l cos «, 



tn 



= l'dr^ + ^' - 2 (sp'^ ''''"' 



^jn— I 




^i\<'» 
a 



) 



R'i -f" / 



/?! V" 



• - ^ (I) 



Rf l cos w. 
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Con queste posizioni la (38) può scriversi 



o. 



1+ 



-I"(ir[(lr^-"]j;.-t 



th 



-?"(ì-r['--r^M/* 



d <7 



o< 



In secondo luogo ricordiamo che ogni funzione armonica e regolare al- 
l'interno di una sfera avente il centro nell'origine può rappresentarsi con una 
serie convergente assolutamente ed in egual grado nell'interno della sfera, 
della forma 

^»i X,„ (x, y, z) 

dove X,n (r, y, z) è una funzione armonica, omogenea in .r, y, di grado 
intero e positivo m; che, similmente, ogni funzione armonica e regolare al- 
l'esterno di una sfera avente il centro nell'origine può rappresentarsi con una 
serie della forma 



y^ X>(„,4.,)(r, y, z) 

dove J5l. („,+,) (x^ y, z) è una funzione armonica, omogenea in a:, y, di grado 
intero e negativo — (m + 1); che, infine, ogni funzione armonica e regolare 
nello spazio compreso fra due sfere concentriche aventi il centro comune nel- 
l'origine delle coordinate si può rappresentare con la somma delle due serie 

00 30 -4-cc 

5;,. X„, (ir, y, z) + ^„, X^(„+,) (a;, y, z) = V,^ x„, [x, y, «) 
— « 



dove Xm e X-m conservano il precedente significato. Se, anzi, poniamo: 

4 



(40) 






"f 
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la funziono ♦ data dalla (38') siirà anche rappresentata dalla forniola 

OsserTÌamo, infine, che la funzione l ^y si può costruire direttamente per 
mezzo dei ralori che questa funzione assume su ^^ ovvero si può ricavare 
eseguendo sulla (38), o (38 ), l'operazione l^ • Paragonando gli sviluppi 

in serie di l ^ che così si ottengono, si trova subito : 

l'—R\ fdt> d_a^ 
4- } d(, > "" 

] 
__ -?• (2»» 4 l)(J?igi)""+'/-"H ' 'X.- \(ni +l) RÌ"'+H mB j "'-^ ' | X - „.+ i j 

'5'"' Ì^"»'+' - Ì^'"+'" ' f 

m — I ' fdt> do^ i' ^ ' 

^ i, [() w t- l)/^i"'+« + w/ ^l "'+' 1A;.-(2»>+ !)/'"■+' A-..-V1, 

le X che entrano in queste formole essendo sempre quelle che compaiono 
celie \,40). E con l'aiuto delle (40) e (41) è facile trovare delle espressioni 
analitiche per la funzione armonica in S che acquista su una delle superficie 
sferiche dati valori, mentre sull'altra acquista dati valori la derivata normale. 
4. Caso in cui sulle due sfere limiti sono dati: u, v, w. Chiamiamo 
U, V, W le funzioni armoniche e regolari in S che acquistano su -j i rispet- 
tivi valori M, », te e osserviamo che : 



©"['■-(ir«U^4:='['--(IHK'^ 



\ 

I 

l 



(ir[(£r«5-#=rt.=4(tr"'-"]j'ft.+ 



(42) 



dell'equilibrio elastico per un corpo isotropo. 



47 



(love le formolo non scritte sono relative agli integrali analoghi estesi a Cg e 
a quelli in cui l'si muta successivamente in >? e ?. Se, per brevità, po- 
niamo poi : 



i.B.5o^(/*-7??)j5^, 4.B.5„=[/--(f;^)"i2f]J^|; 



\ 



o\ 



o. 



"«■'-=f(ir«-'ij'^F£ 



o. 



4.7?....'. = ,R:-hJ'.^% 4.i?,.„^[(|-f«f-/']/5^ 



04 



Oi 



é.R,o'.^ = [i^-[^}l"m]je 






M43) 



"1 



4 TT 1?| 9o = — > in Ri(Dn = \ — f ^t: Ri 9-n = 1 ^ - 

* .' r * J Tifi j r 2/»_i 



o. 



a. 



4:: jF?2 9'o =1 ^ -T' 4:t J?j(pn = j ^ v- » 4 t: 7?, f-n = 5 -;-^ 



l»a 



(7« 



(J, 



le solite formolo (5) ed analoghe di (P), nel caso presente, ci daranno: 



u^-U — 



+ 



^ + K-^^ , >^ +{^ 



2 «A 



2 y. ( r .i." 



\ 



i"(^7rH"+("-(irr«iii']- 



+ 



(44) 



+ xe\ + { 



«-'•)i$+i"(irh'+((i;r«-'-)-s^ 

-i"(irrh-"+['-(sr«'i'if]ì«- 



(*) E utile pel seguito tener presento che la quantità in parentesi j \ ò una espres- 
sione della funzione armonica e regolare in S che acquista su <r i valori x 0. 
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Le altre due formole non scritte sì ottengono da quella scritta con lo scambio 
di M, Uj Xj in Vj F, y e in Wy IF, z. 

Bisogna ora cercare di determinare le funzioni incognite 60, ffn, ^->nj ^oj 
^n, 6\n\ ?o,..- in modo: 1.** che le serie che compaiono nei secondi membri 
delle (44) sieno convergenti in S e tendano su a a valori finiti; 2.^ che cia- 
scuna di queste serie sia armonica e regolare in 5; 3." che fra le con i varii 
indici e le corrispondenti ^ passino lo relazioni seguenti : 

4.° che le » e j' con indici diversi da zero sieno legati alle <foix, y, z) e 
(f\ (X, y, z) dalle seguenti relazioni : 

c.(x,y, ^)=(,-^j ?4(7?-.f' (/?•>' mrh 



Ri \iJiA'»mx iiuv»ini/ (Ht\"*RU] 

i?s . r//?cV"i?|x lItiY»Rìy (RiY"liÌ2Ì 
5." che, infine, risulti identicamente soddisfatta l'equazione 

dx'^dy ' dz "' 2;x "*" 2«. di' 



(45) 



(46) 



-?»(l)"(^»-"+'-|f-^'-?f) + 
+ 3 .. H- / ^- - 2 / ^ + |„ (|)-(3 .. + ( ?^ - 2 ; ^V)_ 

Si verifica facilmente che, sotto queste condizioni, le (44) rappresentano 
la soluzione del nostro problema. 



f 

i 
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Per raggiungere il nostro scopo osserviamo che, dovendo essere y« una 
funzione armonica e regolare all'esterno della sfera di raggio Bi , si può 
sempre rappresentare con una serie della forma 



OD 



(m+i) j 



(47) 



mentre, dovendo f'o essere armonica e regolare nell'interno della sfera di 
raggio Ri si può rappresentare con una serie della forma 



? • 2pn ^m ì 



(47') 



essendo le X_(;„v,) e le X,„ funzioni sferiche, solide, armoniche, le prime di 
ordine negativo — (wi + 1) e le seconde di ordine positivo m da determinarsi 
in modo che sieno soddisfatte le precedenti condizioni. Avremo allora: 



8. 



-- ^,n (2 m -t- 1) X-^,„ H) , On= v,„ (2 m + 1) [~j X_(„.+ „ , 
<>-n = ^.(2,« + l)(|) (i| x.(,„.o; 

- 2;.» (2 m + l) X,„ , '/« = :^m (2 »« + 1)5' X,„ , 



(47") 



. 5o- 



ed anche, notando che 



:r-(/X.,) = ossia g 



ce -y 



per cui i termini che contengono X-, in x$n-\-l*7—- ed in ^ ,' sono 

1/ t'C V «.V. 
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nulli ; 



+ X^m (2»I + 1) ^^-. _ ^^-t ^-(«.+ + 



■+a;1 



^48) 



l- ^2 »« + 1) ^^,_^^,, (yj X« + 

6 = ^,,„ (2»» + 1) y^,„^i _ j^^, ^-(».H) + 



in cui, ancora, le due formole relative a t; e u?, non Bcritte, si deducono da 
quella relativa ad u con lo scambio di «, Uj x in i;, F, y e in w^ Wj s. 
Poniamo ora : 

U = y^ Um + 5|w. £/»(,„+,), 

>" = I». >^„. + !«, F_(,„+.), I (49) 



» OD 



TF=v„,Tr, + |„Tr_(„+.), 



dove le C7„, U-{„^,),... si possono ritenere note; sostitoiamo nella (46) i va« 
lori precedenti di CT, F, TT e i Talori delle e ef dati dalle (47), (47') e (47") 
ed eguagliamo nella (46) i termini di grado m e quelli di grado — (»/t + 1). 
Ponendo anche : 
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avremo le equazioni: 



Qo — Ao j A_i — j- Ao, 



_ »-m , . Y !('" + ' ^^^^ +3)/;Ì(X+;v.) _ (2»t + l)[(fH + 3)X+(«/tf5),a] ) 



(50) 






e. 



(»i+i) 



_/.m,,Y i K2'>»-l) a+y ) (2>»4-1) [0«-2)X + (>»-4)|a] j 

jfi^^,Y ( m(2»i-l) fi+y.) (2m+l)[(m-2)X+(w-4)txJ / 



/iì{^"'"'- i?!"""') 



iiI'"+«— 72f"'+' 



nelle quali l'indice m varia da 1 ad <x>. Risolvendo le equazioni precedenti 
rispetto ad X.(m+,) e ad X„,, si trova: 



X 



Mi 



— 9o) A^— I — -j 



e, 



AA_(„,+i) — 
( 2ot+ !)[(»»— 2)X 4- (m-4)/] 1 /i?, «"•+' 



im 



e 



—9 i m(2m-m +;) 

„ ( (OT+l)(2>n + 3)^(X+.j _ ( 2m+l)[(m-t-3)X+(m+5)u] ì ^ 



. Y — 9 t »i(2OT-lX/+y.) (2m+l)[(»»-2)X +(m-4) u] ì >^ _ 



(51) 



-2. 



((»» -f l )(2». + 3)ì;J(X 4-;ì ì _ (2 m+l)[(m+3)XH-(«i+5),a] l/ ^ |»»»<-' 



À = (i?ì'"+'--iii'»+') 



e. 



(<«+0) 



»i(w+l)(2»i— l)(2«»4-3) (X +y.)« 



, i2m + iy[m(m+l)CK+i>.y+iiL(\-\-2iK)] ) 



Per esser» <* (X -f 2 p) > 0, A non si annulla mai per nessun valore in- 
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le quali convergono, per ipotesi, in modo assoluto ed uniforme fra l^R^^ o 
alle serie 

^-O*' 

le quali convergono in modo assoluto ed uniforme per i < ^, e questo pa- 
ragone si fa senza difficoltà. Infìne, i vari termini dei secondi membri delle 
(44) e (48), convergeranno su -^ a limiti finiti se di tale proprietà godranno 
le derivate seconde delle serie (49), il che certamente si consegue supponendo 
che i valori di ti, v, Wj dati su <? ammettano le derivate del prim'ordine al- 
meno, rispetto a due parametri che individuano i punti di <?. 

5. Caso in cui sulle due sfere limiti sono dati: L, 3/, N. Partiamo 
dalle equazioni : 

(52) 



di^ d 



L('L")+aU'^^f,(4^) ^ 



e scriviamo, per queste equazioni, le solite formolo fondamentali, conservando, 
ancora per un momento, la funzione G di Green: 



,du lU CdudG, , 7?2 foudG. 1 + il /,aO , ,\ , 

ci 4:T, j d^ dn 4c7: J d? dn 2 y. \ ci ) 



(53) 



• i' 

/ 

Se ricordiamo che le condizioni in superficie, ora sono : 

L==>.^-|- + 2^(|| + «,,|-^--«.|-J,... ì 

e chiamiamo V, 3B, "il le funzioni armoniche e regolari in S le quali acqui- 
stano su ffj i valori di L, M, N^ dati su questa superficie, moltiplicati per — B^ 
e su '7j i valori di L, Af, N^ dati su ^, , moltiplicati per B. , le (53) potranno 
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scriversi : 



/ 



(53) 



e si natia dapprima di determinare 5; ©, , o^, ©j in modo che sieno 
sfatte identicamente le equazioni : 



soddi' 



l 



ci ' ~'dxVdlì^ diA dlì'^ dzVdlì' 

M'"8( +''■^"-^F/^'87)-8ì^'F7)'■■■ 






(55) 



Poniamo perciò : 



Jfl'ii-^i — /«/»-f t 



S = 2m (2 m -r 1) y^^.,H , _ j^,..,^, A^(,.+.) + 
+ v,„ (2 m + 1) ^p-^— ^- 1^_| X,„ , 

o,- = 2i>» (2 »M + 1) 7^'m^. _ i^i,„+i Yh-{,,.^>) + 



> (56) 






;/l 



t=l, 2, 3. 



Avremo allora, per i risultati del n." prec. : 



= |E-| (y)'[>' r X_. + 2 H (y r„_. - . F.,..)] + 

at Tfi*i~^ 72/11-1 ^, ^, 



J^m-i — pm-i 



(57) 






z» 






a-Y. 



(m+n 



a.r 



+ 






dz 



m4- 



^)] 



+ 
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+ s-»(2i» + i) L^._V. (T) t'"^-*^" + ^i"'" '"'"--' ''•-■'1 + 



2 





+ 



^ r„ /"■ '- //■'"-! /i^'-fs — /.';'"+» ] /7,>j\»m4 1 r dX„ 






dz 






)] 



Ricordiamo poi che, dovendo essere : 

sussisteranno ]e relazioni seguenti : 

= (>. + 2y.)ar(fX_.-B.X.); ^' =_ |- ]'..,.. , fJ: 1,2,3 

4 (2 »n + l)(^^)""" ~ (i?5'»+' X,„ - /"»^' X_(,„M,'] - 
+ (2 w + 1) — L— [). a; A_(,„+,) + 2 u (y F,,.,,»*!) — ^ Fj,_(,„+,))J, 



/ (58) 



(Bi 



m-t 1 



B 



imt.) |; 



aA 



m 



d X 



IO I ^ Y%^m 



ar> 



s^m 



8^ 
dX 



)1 = 



= 2 (X + ^) [(fil-^' - fii-^O '^' + 
+ (2 m + 1) |- (i2f»»+'X,„ -Z"»+' X_(,«+.,) 

_(2,„ + l)iii_- [XjrX,,. + 2p(y r„„,-^r„J] + 

+ (2 w + 1) /"»-' [X rX_(,„+o + 2 fx (yr„_(,„,o - 2F„_(,„4i))l, 

»w=- 1, 2, . . . , oo 



(57) 
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e le altre che si ottengono da queste con permutazioni circolari di Xj y^ z e 
degli indici 1, 2, 3. Per mezzo di queste relazioni, Tespressione (57) si pone, 
facilmente, sotto la forma 



ir /7 ^ 

, [>. 5 ; + 2 u (©3 >? — o, i;)] y— d G T-}, 6 X -{- 2 ti (fSs y — n^^z) + 

e "^ J U 11 

X \ P—R\ (Ih,^ l— Ifi ] Itz , ; ,r , n T' X , 



1 



1 2 0. -f • 



i/l"-l_p-l 



I 

-f (2»« + l)a:^,-(i?i'"^'A;.-i»»^'X_,,„+.))] + 
,>..)>%.. . . /^'"'-^ '._ f /. ^•"'-' - ^^■'"-' 

/>-.»- //f"H3 1 r ^ aA;„ 

+ (2 H» + 1 1 ^ 1 7?-;"H ' X„, - - /""^ ' X- („.+,))] , 



H57) 



ed altro due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente: |, >?, C; 

r, t/, 2"; C5i, ©e, ©3. 

Gli ultimi termini delle i53 » si costruiscono anche facilmente, osservando 
che dall'identith 



x.(2m-^l.^ ^__;.«.. --(7-) A, 



/;:* ■ — /*' ' 



— 2i'" <2 i/i — 1 ~- TTs;— ^ -(»«+!) + 



' (59) 
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risulta : 



(/?!--'-/??»'+•) X'.(„.+o = 



Applicando quindi i risultati del n.° prec. agli intograli : 



(59') 






o 



e sostituendo poi nelle (53 ) le espressioni relative alla (57) ed analoghe, si 
trova : 



d u 

l 



2. "2a^^-^^ì' + ^'^ 



irM'l7' + ^) + 

^ 2.a ^ y/« — /', (/. /;,[4 — /ii\// 

1 _L M OD r 7?2»M-i 7fM»-l 

+ '-^- ^ >;». (2 m + 1) [ ^■,_^.,.. x.(.,..Ho + 

2y. V'I y/f'-'-//!"-' ' y?|"'+» — y^if^+'J l »x 

"^ 2 ;/. 1-"' l y/r * — yc /zf'^' — iiì"'*''\ \i ) \ dx 



+ 



Q ÓJim 

d X 






;(53'o 



Le altre due formole relative a t; e ir si deducono da quella relativa 
ad u scambiando cìclicamente P, 9)f, i)f; Oi, ©g, o^; r, y, ^. 

Annali di Malemaiica, Serie III, tomo X, ^ 8 
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Sc^titnendo ora le (53 ') nella prima delle (55) e facendo uso delle citai^ 
relazioni fra 5; cj^, 9,, Os, si trova: 

o X ' c y oz ^ di \ di ) 

+ 3(/. + fi)(;|^+ff) + (3X + 2^)fi + 

+ ^'- + '*M^"=:Kr - (7?. - 7?o J ^' ^' ~ 



r w(2;/i -!) /?!"-* 0»+l)(2m43 )^l]B;^^.Y' 



\ 



■M) 



. m(2».-i)/rr-' (//!-//?)] ,„„,.Ly^ , ( m+lX2.»+3)/ei"'-^K/?|-/?f) 1) I 

+2(>.a-,) |. __^_(^p* JBJ.»-. [2(m+l)B!+ 
ot(2»»-1)/^," -'( /<!-//?)] ft^^Jq^ i ( >»+l)(2i» + 3)fi!»'f*(//|-/^f) |1 



Se poniamo quindi : 



1 10 I 

, ^. 

} (61ì 

„ _ap.„, , aaj?.,„ , aoL, 



a^? d y d z 
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no 



ed eguagliamo, nell'equazione (60), i termini di grado m e quelli di grado 
— (w + 1 )> si ottiene : 

60 = (6 A + O fx) 23 j5 h 



/^« — Ri 






0=(X + 2fx) 



fò 



(i?» — Ri) l 



(Ri Xt — l .Y_,), 



(Ri 



mf 1 



Bi'"^') e„ = - [2 m (w - 1) (À + (,) + 



+ (2 m + 1) (3 X + 2 ^)] (;"»-^« A-_(„.+i) - Bl"»^' X,) + 

-^j e.(„.+.)=[— 2(m+l)(m+2)(X+fx) + 
+ (2 m + 1 ) (3 X + 2 p)] (^•'»+' X_,„+ - Bì""^' X„) + 

m(m-l)(2m-l)fi?'"-'(ig|-fi!) ,,„+,^ ._R'«+.X ^ 



(i?j 



R^-')Ri 



(62) 



La secoDda di queste equazioni richiede che aia 

RiXo — lX.,=0 

ed allora dalla prima ed analoghe delle (58) risulta anche 

RiYi,, — lYij.i = 0, 1 = 1, 2, 3. 

Questo risultato mostra che i termini di grado — 1 in 5; o, , o,, •n, 
sono identicamente nulli. 

Inoltre la prima delle (62) ci dà 



X = 



Bo 



3X+ 2(x 



(63) 



(>0 Tedottt': Sa(j(jìo di una teoria (jenerale delle equazioni 



litiìiK^ lo ultiiiio duo dello ^62) ci danno : 



A A'^ [2 (M» t 1 ) (m t- 2) (X + •>.) - (2 m -r 1 ) (3 X f 2 fi) - \ 
-01 ,,.>n(m-\)C2m-l)KT-'(m-m)\(, 

^^ ' • ' (Ul"'-'^'— ìiT'-') Iff" J '"" " 



( 



2 m {m 1) (X + (t) -h (2 m -{- 1) (3 >. -r 2 ,*) — 



- ^ {m+ l) (». + 2) (2 m + 3) m'^+^iM-]^)]! l V"'+'o 

A .V_(„.+,) - : f2f/M ,- 1 )(»« f 2) (X + f*) - (2w -r 1)(3/ r- 2fi) - 
• _L. "L<!?f r }) ^'^ »» — 1 ) //5"'~' ( /?! — />1)1 ( Hi V"'+ ' 



/ (64) 



9m 



2 m (»» — 1) (X + (x) + (2 »t + 1) (3 X + 2 fi) 



[ 

,;,,.,,('« I l)(»H 2)(2w + 3)yif"'M(^|_^J)l 
• (•'•1+ / ) ^^s^'i^"-*» J **-<'"+') » 



doTe 



A=^(2m + l)M3X-f-2<*)(X + 2a) -(- 

Come nel caso precedente, si dimostra che A è diverso da zero, per qua- 
lunque valore intero e positivo di w«, per essere 3 >. + 2 a > 0, a > 0. Basta 
ovidentemente limitarsi a dimostrare che di questa proprietà gode l'espres- 
sione 

1 _ (3 w — 1) (2 m +^) (Ri my^M—J^ 

Determinate così A\i«e X^^^^i)^ resta deteminata 5 dalla prima delle id6i. 
Per determinare «,, «i^, cr,, si sostituiscano le i53 ^ nelle ultime rela- 

tioni (55k Tenendo conto della relazione ^ "*—."'—- -^=0, si trora in- 

r X e if e z ' 
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tanto : 



0^1 



^^'JT- 



djl 



dm 

dz 



+(4-^A)l"+(>+''>('l-l+^)- 



O i ,^ x^ 1 /^'Y""^' r(m + 2)(2m + 3)(A|- 7^f)/«"'H-. 



m 



\[li\"'^'J 



IH 



...^»+.X_„„+.))+(/+^)V 



(m— l)(2/»-l)(i?i^j)»'»-'(/?|— 7i;ì) 



j-'"/;|'»^.i_/2»-+i 






+ 



Le altre due forinole, relative a o, e 03, si deducono da quella scritta per 
disteso, al solito, permutando circolarmente v, 3)?, 'ii; ìp, y, *• Dividendo quindi 
per l, integrando, col notare che la funzione arbitraria introdotta dalla inte- 
grazione, dovendo essere armonica e regolare in S ed indipendente da /, si 
riduce ad una costante, che, per essere 



Ri J \d y 



dm 

dz 



)^' + i;J'(lf-"^)^'H(^"-*^)'"-»n. 



Ot 



o- 



(f 



i termini di grado zero in ©i, ©2, ©j sono nulli e quindi esiste una funzione 
armonica e regolare, a meno di una costante arbitraria, in S, della forma 

( dl_ [d 'i[ _d_m\ C*)^ 
j l \dy dz I 



(65) 



(*) Basta perciò osservare che 

{z M — y N) dfx ~\ (3)^ cos n z — "yi cos n y) d ts 



/' 



• a 



o 



1 d^ dy) ^ \ dz dy I 

s s 

ed eseguirò la integrazione rispetto a p, tenendo conto, che, in virtù del teorema di re- 
ciprocità delle funzioni sferiche, un solo termine è diverso da zero. 

(**) Nel caso contrario, come risulta considerando lo sviluppo in serie di funzioni 
sferiche di una qualunque funzione armonica in S^ con l' integrvizione si introduce un 

-- «■ log /, che non è armonico. 
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si può scrivere : 

„ l'dltdm dm , I e 3\i-, , .idi ^_ , ,. , ,^ 
2'*'"=jTfe— à^) + l^àl-^à^)|<2>> + f^))T^+('•+'*)^- 
,. , V ^ 1 flii\'"'+' {{m + 2)(8m +3)(i?] — i?|)/«'"+« 



2 w* — m — 



OT + 



,- . s <i 1 r (w- l)(2 m - 1) (A /?,)•"•-' (723 - Ri) 

. 2m*- 



+ 



? (65') 



o m 



m 






indicando con /i|, h^^ A3 tre costanti arbitrarie. Osserviamo ancora che, nelle 
formole precedenti, possiamo supporre nulli i termini di grado zero in 0^ 
poiché 6^ nelle (65;, comparisce soltanto sotto segni di derivazione. Possiamo 

quindi ritenere che anche j —6 rappresenti una funzione armonica e rogo* 

lare, ben definita, in S. 

Restano ancora da determinare ti, t;, tv. Possiamo perciò cominciare a no- 
tare che le (53 ') si possono scrivere: 



di "~2(A 



6x — fa,y 



2<j. 






1 



±±xf Ì!?L±P (2»« ±_1) , D„„+. j. _ ;,«+. y , , 






(53" 



+ 



2 y- -r i??""^ 



d 



•/■ -< y. A w + 2 1"; 



^(«5»'+'X,-P'»+'X.(,„+o) + 



^3w+s /^{«^t yTÌ d X" -^-('w+O/* 
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donde, dividendo per l ed integrando, si ricava: 



2iiu^('^l-f~yj(6dl — 2iJ.ULJrs,dl~jjra,dl]~ 



+ (^ + (*) ^ Irn ,J"' +1,. (/?-+' X.„ - /*'"+• X_,„+.,) + 



Y /?5"'+« — 7?f"+' 



1+ 



+ 



+ 



, ,. . ^ ^ 2m + 1 r 

(«+1)1:^^;''+»— i??"+3)? " '\\iì ^ 



+ 



(»i + 1 ) (m + 2) (7?!'"+» — i?,'"+») 

— /»•»+« X_(,+.,) + A;., 



0X 



(/??'"+»a;- 



(66) 



Su queste forinole facciamo ancora le osservazioni seguenti. Poiché 



fi. 



a. 



o 



possiamo ritenere che I y ? rappresenti una funzione armonica e regolare 

in S e ben determinata; poiché i termini di grado — 1 in S; t^i, ©,, o, sono 

nulli, le espressioni y|9(2/;y|T3it22,... nippresenteranno delle funzioni 

armoniche come sopra; in cti, tig, tas son contenute le costanti arbitrarie /fi, 
//,, hi] finalmente, kiy A-j, k^ come funzioni biarmoniche e regolari in S e 
indipendenti da / sono costanti arbitrarie. 

6. Casi in cui sulle due sfere limiti sono date altre condizioni. Ser- 
vendoci, opportunamente, delle formole (48) e (66) potremmo risolvere, senza 
grande difficoltà, i problemi in cui, sulle due superficie sferiche, sono date le 



Vfi^l,ft •V,')r7 > H!Y'^^ 



iiliH VMilMlft ili l'iMi/lonl fH/; /MififM^ in un )nU;rfallo finito (n, &), tutte com- 
|MMHii hii fliiM immmimI llnlli / mi //. Sia inoltrf^ r(r) un'altra fanzine soddi- 
mIiimmiHm iiIIh hlimtiii (Miiwll/Jotin. Ho por rjfjalffiaHi quantità <? positiva piccola a 
|(|ih»MiM MolAloi'NlthM litlltiiln fiin/Joni u(x) (Idia per cui 

v(t) d< n{x}<Zv{x) + d 

^\ «llh\ i»liM lit «M»'i {< una fimcioufi limUe della varietà. 

^4 '* HuppohiiMuo oho III f/ ammetta una funzione limite v (x) contìnua 
\\\ \\\\\\\ TiuloiviOlo \i(, h\ Allora, profiBsata una grandezza positiva ^ piccola 
\\ \\\\\w\\\ ^\ \\\\{\^ tit^lormimiro un Bogmonto e tnle che in ogni tratto d'am- 

IMO'i^*^ • ^l»^iriu^M^v«\Ho \%^^ h\ la v{x\ faccia un'oscillazione minore di ^ • Le 

\\\\\\\\\<< ^\\\t\\\\\\ ^ uf\ p^r oui 



♦* i^^^^ v[ < W l*'^ < «^ i J^) ^- 3- * 



♦S^^whnv ^« hV^h^ IinaUn^ \li .^mpio^^H * unVvsoillazIone minore dì r Pos^isuno 

\>Nw>^«>>*^v Iì^smIw^^vi^ oK^ ^ s^ li! (t ha una funzione hmìte co&UBoaL e 

\sN^< v^NìV ^^^^.'^yi^iiiìÀ ^Nvi^ttxc ^onvl^iui si wrv\ t*5Ì5teranni^ dei s 



* ^ ^ 






^ > \ \ ^ w \. 
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§ 3.^ Supponiamo ora che siano verificate tali condizioni e dimostriamo 
che se le funzioni di G sono comprese fra due limiti finiti Z ed L esiste una 
funzione limite continua di G. 

Sia Ui {x) una funzione di G^ e supponiamo che non tutte le funzioni 
di Gì cadono nell'intervallo 

[w, (:r) — 3 tj, , u,{x) + 3ai]. 

Sia Ut {x) una funzione che non soddisfa a questa condizione. Supponiamo 
poi che esista una funzione u^ [x) che non cada completamente in nessuno 
degli intervalli 

[Wi {x) — 3 <7, , u, [x) + 3 d,] 
[w, (x) — 3 (7, , M, (a:) + 3 a,] 

e così via di seguito. 

Sarà impossibile ottenere in questo modo infinite funzioni. 

Supponiamo che se ne ottengano infinite e indichiamo con Xr^g un punto 
in cui le Urix) Us{x) differiscono fra loro per più di 3ci. Sia X^ un punto 
limite dei punti 

Neir intervallo 



\X^ — ^y Xo + -^ j 



cadranno infiniti di tali punti. Siano dessi 

Indichiamo con Gf, la varietà 

Wi, ^'n ^H^ ««.... 
Sia Xi un punto limite di 

Nell'intervallo 
cadranno infiniti di tali punti. Siano dessi 
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Indichiamo con G,, la varietà 

W#.J «r., Wr,, W^,... 

Sia A',, un punto limite di 

«* rosi via di ROfjuito, 
I punti 

ninnirllnnniin redo un punto limite X. Nell'intervallo 



(x-f, x+fi 



nMliMMtio infiniti di tali punti. Siano essi 
Ntill'inlirvallo 

iiìiìiithuti adunque completamente tutti gli intervalli 

(X,,-^, ^»' + t) (» = i, 2, 3...). 
i^ti va riatta 

^V, vT»^ (jT^j • • • 

r</n'/ /:iaK/Mjna flottovarietà della precedente e segue perciò subito che le fun- 

/Vtllì 

^*i > ^** ) ^*i • • • 

rifhn lali che per ogni coppia di esse esiste in (1) un punto in cui differi- 
i'é.iiutp [fitr più di 3 ai. Ma allora in tutto l'intervallo (1), che è di ampiezza e, 
<>*<; ditteriranno fra loro a due a due per più di a,, il che non può acca- 
iU.ia restando esse comprese fra i limiti finiti / ed L. 

Dobbiamo dunque concludere che ciascuna delle funzioni di G, cade com- 
l>letamente dentro uno degli intervalli 

(Ui — 3 a, Ui + 3(7,) 
(I - 1, 2, 3... n), 

Hi t^i ti, . . . fin 
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essendo un numero finito di funzioni convenientemente scelte di (?, . In uno 
almeno di tali intervalli cadranno infinite funzioni di ogni Gn • 
Sia tale l'intervallo 

(w» — 3cr,, w. + 3a,). (2) 

Sia G'f la varietà delle funzioni di G2 che cadono completamente in 
esso A questo G\ apparterrà una funzione u^ tale che l'intervallo 

(ti, — 3 a,, II, + 3(7,), 

e più precisamente nella parte comune ad esso ed all'intervallo (2), cadono 
infinite funzioni di ogni Gn • 

Sia G\ la varietà delle funzioni di G^ che cadono completamente in 

esso ed u^ una funzione di G\ tale che in 

(lis — 3s, W8 + 3^13) 

cadono infinite funzioni di ogni Gnj ecc., ecc. 
La successione delle funzioni 

W| , Ufj tls , . • • 

converge manifestamente in ugual grado verso una funzione v (.r) che sarà 
una funzione limite della varietà. 
Ora poiché 

I V (X) — fin I < 3 (Jn 

e poiché in un tratto d'ampiezza tn la Un fa un'oscillazione minore di ^n, la 
V (x) farà in un tratto d'ampiezza e„ un'oscillazione minore di 1 ^nj ossia la 
funzione v {x) è in tutto l'intervallo (a, b) una funzione continua. 
Dunque : 
Condizione necessaria e sufficiente perdio una varietà G di funzioni com- 
prese fra due limiti finiti, ammetta una funzione limite continua ò che corrispon- 
dentemente a certe quantità positive tendenti a zero 



u 



" <7| , <72 , Ts 



" esistano dei segmenti 



£1 , £2 , £1 . . . 
" e delle sottovarietà di G 

Oi , Gt , 6rs . • . 



*" ciascuna sottovarietà delle precedenti, tali che una funzione di Gn faccia in un 
*^ tratto d'ampiezza £n un'oscillazione minore di qh. „ 
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§ 4. Se le funzioni di una varietà G sono tali che per ogni e piccolo 
a piacere esista un tratto e tale che tutte le funzioni di G facciano in un 
tratto d'ampiezza t un'oscillazione minore di <?, si dirà che la varietà G è 
ugualmente continua. 

h manifesto che una varietà G egualmente continua di funzioni com- 
prese fra limiti finiti / ed L ammette una funzione limite continua. 

§ 5. tt Una varietà di funzioni sarà ugualmente continua se i rapporti 
a incrementali di tutte le sue funzioni sono compresi fra due numeri finiti 
die L. y> 

Invero se u {x) è una funzione della varietà, se x^ x^ sono due punti del- 
l'intervallo e se inoltre, p. es., | L | ^ ' / 1 , sarà 



^H». V.. I *""" I I ' 



Xi— X- I 

ossia 

' u (x.) — u (Xt) \^\x, — x,\\L\. 

Il che dimostra appunto che, se noi prefissiamo un 'j piccolo a piacere, 
in ogni intervallo di ampiezza :r-^f- le funzioni delle varietà G hanno tutte 
una oscillazione minore di e. 

§ 6. Se (r è una varietà di funzioni continue che in un intervallo (a, b) 
hanno sempre la derivata compresa fra limiti finiti l ed L, essa è ugualmente 
continua, poichò certamente i rapporti incrementali in (a, b) delle sue fun- 
zioni sono compresi fra i limiti / ed L. Se inoltre le derivate sono continue 
le funzioni di G sono esse pure comprese fra limiti finiti purché ognuna di 
esse sia in qualche punto compresa fra due limiti finiti fissi. Basta infatti 
pensare che le funzioni di G sono gli integrali delle loro derivate e che un 
integrale non può fare in un intervallo ui)a oscillazione superiore al prodotto 
del massimo modulo della funzione che si integra per l'ampiezza dell'inter- 
vallo. Concludiamo che 

''Se (r^ è una varietà di funzioni derivabili le cui derivate sono contìnue e 
*" conprese fra limiti liiiitì / ed L. MBOtterà una funzione limite contìnua, purché 
*" ciascuna delle funzioni di G sia in qualche punto comprosa fra duo limiti filiti 
•fissi.. 



* j 
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^ 7. Questi risultati si possono estendere facilmente alla varietà di 
funzioni di due variabili. Così noi potremo anche dire che 

"" Se (7 ò una varietà di funzioni reali di due variabili le cui derivate rispetto 
"^ a ciascuna delle variabili sono continue e comprese fra limiti finiti / ed L, inoltre 
"" se ciascuna di détte funzioni è in qualche punto compresa fra due limiti finiti 
*" fissi, allora la varietà G ammette una funzione limite continua. „ 



CAPITOLO SECONDO. 
Applicazione delle proprietì precedenti alla dimostrazione 

DEL teorema di OsOOOD AMPLIATO (*). 

J^ 1. Sia 

?i (^), ?2 (2?) , . . . yn (^) , . . . («) 

una successione di funzioni analitiche convergenti in un punto ^o = ^o -\- i j/o 
di un campo connesso C nel quale esse sono monodrome ed hanno i moduli 
delle derivate minori tutti di una grandezza 3f. 
Indichiamo con 

Uij tl2,... Uny... (1) 

le parti reali e con 

Vi j Vjj . . • t^n } • • • 

i coefficienti dell'immaginario delle predette funzioni analitiche. 

Le (1), convergendo nel punto (^o, yo), restano ivi comprese fra limiti finiti, 
inoltre in tutto C hanno le derivate rispetto alle due variabili che sono con- 
tinue e comprese fra — M ed M. 

Dunque le (1) ammettono una funzione limite continua u (ar, y\ 

Sia 

una successione di funzioni (1) che converge in ugual grado verso u{Xj y). 
Le corrispondenti funzioni 

(*) Arzblà 11. e, Sulla serie di funzioni analitiche e Vitali n. e. 
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ammetteranno una funzione limite v (a*, y). Sia 

v#, j v«, ) • ' • ^'« ) • • • 

una succesfiione di funzioni (2) convergente in ugual grado verso v (.r, y). Le 
funzioni 

fs, = tt*. + tv*,, ?., = W#, + t V#,, . . . 

convergeranno in ugual grado verso la funzione u{xy) -\- iv(xy). 

Dunque nelle condizioni poste esiste nella successione (a) una successione 
parziale convergente in ugual grado verso una funzione analitica monodroma 
•in tutto C. 

^ 2. Siano ora 

delle funzioni analitiche monodrome in tutto un campo connesso C nel quale 
restano in valore assoluto minori di una quantità fìssa il/. 
Sia Zo un punto di C e si [)onga 

z z 

<f,[z)=\ ^i{z)dzy (fi{z) — J ii,t{z)dz]... 
Le 

si trovano manifestamente nelle condizioni delle {a) del precedente paragrafo 
e perciò esiste una funzione analitica 9 (z) verso la quale converge in ugual 
grado una successione estratta da esse 

Allora la successione 

?'*. (^) = **. (^), 9u (^) ^ +•. (^), • • . 

converge in ugual grado verso la funzione analitica (f' {z). 
Si può adunque dire che 
a Se 

« ^i(^)) h{^) j • • • 

a sono delle funzioni analitiche monodrome in tutto un campo connesso C, 
a nel quale restano in valore assoluto minori di una quantità fìssa M^ esiste 
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a una funzione analitica ip (z) verso la quale converge in ugual grado una 
a conveniente successione di quelle funzioni, r» 

§ 3. Siano ancora 

delle funzioni analitiche in tutto un campo connesso C, nel quale restano in 
valore assoluto minori di una quantità fissa M, Inoltre supponiamo che la 
successione (I) converga in infiniti punti di C aventi un punto limite nell'in- 
terno di C. 

Manifestamente esiste una sola funzione analitica ^ (^) verso cui conver- 
gono in ugual grado successioni estratte dalla (I), perchè due funzioni di tal 
fatta dovrebbero coincidere in tutti i punti di convergenza della (I) e quindi 
completamente. Ma io dico di più che la (I) converge in ugual grado verso 
tal funzione analitica. 

Diffatti se ciò non fosse esisterebbero per un e abbastanza piccolo infi- 
nite funzioni (I) che in qualche punto di C differiscono da ip{z) in valore 
assoluto per più di €, Tali funzioni soddisfano a tutte le condizioni delle (I) 
e per esse esiste quindi una funzione limite 6 yz) verso la quale una succes- 
sione di esse converge in ugual grado. Siccome le funzioni di tale successione 
differiscono ciascuna in qualche punto dalla ilf{z) in valore assoluto per più 
di e, la (z) non può coincidere con ^iz). Ciò è contrario a quanto abbiamo 
prima concluso. 

Dunque la (I) converge in ugual grado verso ^ (^). 

§ 4. Segue dai precedenti risultati che 
se la serie 

/'.(^) + /'.(^)+-- (1) 

i cui termini sono funzioni analitiche e uniformi in una regione C dei piano com- 
plesso, soddisfa alla condizione che per tutti i punti di C e per tutti i valori di n 
si abbia 

M essendo una costante fissa, allora esiste una o più funzioni analitiche verso le 
quali convergono in eguai grado successioni estratte dalla successione 

Sdz) = fi{z\ S,{z) = f,{z)-\-f^{z),... ) ^2) 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 10 
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La condizione che noi abbiamo ora supposto soddisfatta dalla (1) figura 
anche nelPenunciato del teorema di Osgood già citato e noi potremo chia- 
marla condizione di Osgood. 

Questa condizione di per se sola porta l'esistenza delle funzioni analitiche 
limiti della successione (2), secondo che è stabilito nella citata Nota del- 
TàrzelI sulle serie di funzioni analitiche. 

Se la (1), oltreché soddisfare alla condizione di Osgood, converge in infiniti 
punti aventi per punto limite un punto intemo a C, allora la (2) ha una sola fun- 
zione limite verso la quale la (1) converge in ugual grado. 

L*OsGOOD per arrivare alla medesima conclusione fa delle ipotesi più 
ampie e cioè suppone che la (1) converga in un gruppo di punti uniforme- 
mente denso in C. 



CAPITOLO TERZO. 

Le serie convergenti di funzioni analiticue. 

§ 1 . Teorema : a Se in un campo T di uno spazio S,„ ad m dimen- 
fi sioni sono definite infinite funzioni continue 

U Ut «2. . . (1) 

tf e per ogni punto di T esiste un numero M tale che in quel punto tutte le 
n funzioni (1) restino in valore assoluto minori di 3f, esiste in ogni porzione 
u di T un campo parziale C pel quale esiste un numero positivo K tale che 
a in ogni punto di C le (l) restano in valore assoluto minoici di K. v 

Dimostrazione. 

Siano 

infinite quantità positive crescenti e tendenti all'infinito. 

Se i moduli delle (1) non resteranno in tutto T minori o tutt'al più 
uguali ad J,, potrò trovare una prima funzione Un^ la quale in un punto al- 
meno di T ha il modulo maggiore di ^,. Essendo t/n, continua, vi sarà un 
intorno di quel punto in tutto il quale è |wn, 1>-4j. Sia T, questo intorno. 
In esso la | w», J avrà un limite superiore finito e si potrà quindi trovare un 
Art P®r ^u' ^" tutto T, sia |wn, |<^r, • Sc iu T, non tutte le \un\ sono 
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^ Ar^y potrò trovare una prima «n, per cui in un punto di T, , e quindi in 
un campo T, interno a T, , è I «'n,! > -»Jf, . Sarà /?2>«, . Ma io potrò tro- 
vare un Ar, per cui in tutto T, 8ia |wnj<^ir,, e se non tutte le \un\ sono 
i^Ar^ in tutto Tt avrò una prima Wn, (Ws^j»?) per cui in un campo T^ in- 
torno a Ti è I w„J > Ar^ e così via di seguito. Questo processo non si potrà 
prolungare indefinitamente perchè altrimenti gli infiniti campi 

7' T T 

avrebbero almeno un punto comune P, nel quale le Un assumono dei valori 
assoluti grandi quanto si vuole. Bisogna dunque concludere che in T vi è un 
campo parziale C in cui tutte le Un restano in valore assoluto minori di una 
medesima quantità finita. 

Invece di prendere le mosse dal campo T sarei potuto partire da una 
qualsiasi regione parziale di T. Resta così dimostrato il nostro teorema. 

§ 2. Siano 

delle funzioni analitiche ed uniformi in una regione finita T del piano com- 
plesso e per ogni punto di T esista un numero positivo M tale che in quel 
punto tutte le funzioni suddette restino in valore assoluto minori di M. In 
virtù del teorema precedente esiste in ogni porzione di T un campo C in 
ogni punto del quale tutte le Vn restano in valore assoluto minori di una 
conveniente quantità positiva K. In particolare ciò avviene se in ogni punto 
di T esiste un limite finito u^, delle Un col tendere di n all'infinito. In tali 
condizioni, pel § 4 del capitolo 2.', la funzione u^ è analitica nel campo C 
e in tutto C la successione (1) converge in ugual grado verso Woo- Segue che 
*" Se una serie di funzioni analitiche ed uniformi esistenti in un campo T con- 
** verge in ogni punto di T, esiste in ogni porzione di T un campo parziale C nei 
** quale la serie rappresenta una funzione analitica verso cui converge in ugual 
• grado. „ (*) 

§ 3. Sia C una porzione connessa del campo T, alla quale corrisponda 
un numero positivo K tale che in C tutte le (1) restino in valore assoluto 
minori di K. Se iT» è una grandezza positiva maggiore di JT, è certo che 
in tutto C le (1) sono in valore assoluto minori di Kg] ma può darsi che 



(*) Questo teorema non é cho il teorema II della citata Memoria di Osgood. 
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esista addirittura un campo C, comprendente C e più grande di C in tutto 
il quale è ogni funzione (1) in valore assoluto non superiore a Ki . Se 

sono grandezze positive tendenti all'infinito e 

O I L/f • • • Of» • • • 

sono i massimi campi connessi comprendenti Ce nei quali nessuna delle (1) 
supera in valore assoluto rispettivamente 

il luogo di tutti i punti appartenenti a qualcuno dei campi 

\.'| v/j • • . C/i* • • • 

costituirà un campo connesso C contenuto in T dentro al quale le (1) con- 
vergono verso una funzione analitica. In ogni campo interno a C le (1) con- 
vergono poi in ugual grado. 

Può darsi che il campo C così ottenuto sia costituito da tutto il campo T. 

Se ciò non' succede si potrà formare in T un altro campo C, formato 

come C, ed esso sarà completamente esterno a C. 

Se dei campi della specie di C ne esistono infiniti in T essi formeranno 
un gruppo numerabile appunto perchè sono uno esterno all'altro. Essi si ad- 
denseranno poi dovunque in T, ossia o un punto di T appartiene ad un 

campo C oppure vicino quanto si vuole ad esso vi saranno punti di un 

campo C. 

§ 4. Che esistono successioni convergenti di funzioni analitiche uni- 
formi che ammettono in una regione del piano un gruppo numerabile di 

campi C lo proverò ora con un facile esempio che io ho potuto costruire fa- 
cendo tesoro delle considerazioni del Runge contenute nelle sue Note : Zur 
Theorie der eindeutigen analytischen Functionen e Zur Theorie der analy- 
tischen Functionen (*). 

Consideriamo il tratto (0, 1) dell'asse reale sul piano della variabile com- 
plessa. Indichiamo con Xtji il suo punto di mezzo e asportiamo dal tratto (0, 1) 



(*) Acta Mathematica, tomo U, 
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un segmento di lunghezza J, =^ -^ che abbia il suo punto di mezzo in Xu . 

Indichiamo con To, , Xft i punti di mezzo dei due segmenti che restano ed 
asportiamo due segmenti ciascuno di lunghezza c^^ uguale alla metà di uno 
dei segmenti restati e che abbiano i loro punti di mezzo rispettivamente nei 
punti Xiji Xj,, . Indichiamo con 0:3,,, Xj^zj ^^3,3, a^j,4 i punti di mezzo dei 4 
segmenti restati e asportiamo da ciascuno di essi un segmento di lunghezza òn 
uguale alla sua metà e che abbia il suo punto di mezzo rispettivamente nel 
punto di mezzo del segmento da cui si asporta e così via di seguito. 
Consideriamo poi le funzioni 

z — Xii 2 \z — JP21 z — Xu j 

\z — T31 z — X8,2 z — a;33 z — xzi / 



dove 



?•» ?«J ?3) • • 



è una successione di quantità costanti tendenti a zero. 

Io dico che queste funzioni tendono a zero iu tutto il piano complesso. 
Invero se ^o è un punto fuori dell'intervallo (0.. . 1) più in generale se z^^ 
non è un punto limite del gruppo di punti 

Xii j 3/gi j Xx2 ) Xsì j Xzi j Xz2 ) ^3)4 } • • • \^' 

le differenze 

^0 •*'H J '^O •*'2i j '^O •*'tt 7 • • • 

resteranno in valore assoluto sempre maggiori di una quantità finita e non 
nulla (7 determinabile. Quindi l'n^ delle funzioni che noi consideriamo sarà in 

valore assoluto minore di j^ni * • E siccome col tendere di n all'infinito le ò^ 

e le fn tendono a zero, la successione delle (u) tende a zero in ogni punto 
che non sia punto limite del gruppo (I). 

E in un punto limite di (I) come si comporta la successione (w)? In- 
tanto se 2^0 è un tal punto esso non sarà certo interno a nessuno dei tratti 
che abbiamo asportati nella costruzione dei punti (I). 

Ma i punti Xf^t sono punti di mezzo di segmenti asportati di ampiezza dr^ 
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quindi 

1112 



àSi ha dunque Vr^ delle funzioni (w) sarà in valore assoluto non superiore 

2 . 

a 1 <f r I ^r «v- cioè a 2|y^l. Ma <fr col tendere di r all'infinito fende a zero 

e quindi l«j (w) tendono a zero in ogni punto del piano complesso. 
Costruiamo ora intorno ai punti 

XfTji Xfjf X^ft ) • • • 

dei cerchi con centro in essi e raggio Sr minore di ~ e scegliamo tr così 

piccolo che sui contorni di tutti questi cerchi sia |t;r|>l, il che è manife- 
stamente possibile. Facciamo scorrere questi cerchi sul piano in guisa che i 
loro centri si muovano parallelamente all'asse immaginario- nel senso positivo 
fino all'infinito ed asportiamo le striscie da essi descritte. 

Poi dalla parte restante asportiamo tutto ciò che è fuori dal cerchio che 
ha centro in x^ e raggio r. 

Indichiamo con ^r il campo semplicemente connesso che resta. Noi pos- 
siamo costruire una funzione razionale intera gr (z) che in tutto Ar compreso 

il contorno differisca da Vr per meno di - (*). La successione di funzioni 

converge manifestamente verso lo zero in ogni punto del piano complesso. 
Essa però non converge in ugual grado in ogni porzione finita del piano. 
Converge in u;^ual grado in quelle porzioni del piano complesso che non sono 
attraversate né toccate da alcuna delle semirette del semipiano positivo pa- 
rallele all'asse immaginario che escono dai punti limiti del gruppo (I). Non 
converge in ugual grado nelle porzioni del piano che non soddisfano a queste 
condizioni. 

Così pure la successione di funzioni 



(*) V. RuNGE, m. e, pag. 238. 
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converge verso zero in tutto il |)iano e converge in ugual grado in tutte e 
sole quelle j)orzioni del piano complesfio che non sono attraversate ne toccate 
da alcuna delle semirette del semipiano negativo parallele all'asse immagi- 
nario che escono dai punti limiti di (I). 
La successione di funzioni 

Gì {z) =-- g, [z] + g,{\— z\ G, {z) ^- g, {z) + g, (1 ;?),..., 

converge verso zero in tutto il piano e ammette come campi C le striscie di 
piano comprese Ira le parallele all'asse immaginario condotte per le coppie 
di punti 

Queste striscie sono esterne l'una all'altra e costituiscono un gruppo nu- 
merabile. 

§ 5. Nell'esempio or ora considerato le funzioni analitiche definite dalla 

successione nei diversi campi C sono i prolungamenti l'una dell'altra. Noi 
però non siamo in grado di affermare se ciò avviene sempre o no. 



CAPITOLO QUARTO. 

Condizioni sufficienti perchè una serie convergente ni funzioni analitiche 

DEFINISCA UNA FUNZIONE ANALITICA. 



§ L Supponiamo che 

w,, «,,... (1) 

sia una -successione di funzioni analitiche finite e monodrome convergenti in 
un gruppo infinito di punti aventi un punto limite nell' interno di un campo 
connesso C Supponiamo inoltre che le funzioni (1) non assumano in alcun 
punto di C nessuno dei valori di un certo intorno D fisso di un punto A. 

Sia i la più piccola distanza di A dai punti del contorno di D, Mani- 
festamente i moduli delle funzioni analitiche 

7'**' (2) 

Mi — A lu — A 
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non superano mai il Talore ^ ; inoltre esse costituiscono una successione con- 
vergente in inBniti punti aventi un punto limite nell'interno di C. 

La $ucce:$sione (2) converge adunque (v. Gap. 2.^, § 4) in tutto C verso 
una funzione analitica tr. Questa funzione w non può essere identicamente 
nulla perchè nei punti in cui la (1) converge non è certo nulla. Perciò sarà 
in tutto C 

lim w„ z:^ ,4 + — . 

»i=cx) w 

Questa funzione potrà non essere sempre finita, ma in un campo qual- 
*^iasi interno a C non può avere che un numero finito di singolarità polari 
che corrisponderanno agli eventuali zeri di w. 

§ 2. Sia u {zj una funzione analitica finita e monodroma in un campo C 
semplicemetìte connesso. E manifesto che se la u (z) non assume in alcun punto 
di C ne il valore 0, ne il valore 1, e se t (/) è la nota funzione modulare, 
invariante assoluto^ la funzione r (t^ (2^)) sarà monodroma in tutto C. 

§ 3. Siano 

W,, tl2J- • • (1) 

delle funzioni analitiche finite e monodrome in un campo C semplicemente 
connesso. Per ogni punto di C esista un limite finito di Un per n =: 00 e sup- 
poniamo inoltre che le Un non assumano mai in C i valori e 1. 

La successione (1) converge, per quanto si è concluso al Cap. 2.*', § 4, 
in egual grado in un certo campo C, interno a C Sìa z^ un punto interno a (7|. 

Consideriamo le 

r{u,\ r(w,),... (2) 

determinate in modo che il valore di r in z^ cada nello stesso campo fonda- 
mentale della rete modulare qualunque sia n. 

Manifestamente la successione (2) converge per ogni punto di C|. Inoltre 
i valori delle r (w«) cadono tutti nel semipiano positivo. 

Vi sarà dunque una funzione analitica monodroma w{z) per cui 

lim ':{un)^^-^w(z\ 



;/:=(» 



Sia ora lir) la funzioue inversa di r(/). 
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7(r) è) come si sa, funzione monodroma esistente in tutto il semipiano 
positivo della variabile. 

I{w{z)) riuscirà adunque una funzione analitica monodroma di z in 
tutto C. 

Nei punti in cui to {z) non è reale né infinita è certamente 

J{w (z)) = lim Un. 

Ma siccome i valori di w{z) giacciono sempre nel semipiano positivo e 
siccome w (z) è monodroma in C ne segue che w (z) può essere infinita o 
reale solo nel contorno dì C e quindi la successione 

converge dentro C verso una funzione analitica finita e monodroma. 
Dobbiamo dunque concludere che 

" Ut Ut . , , 

"" ò una successione di funzioni analitiche finite e monodrome convergente in ogni 
"" punto di un campo semplicemente connesso 6\ e se inoltre le funzioni suddette 
'^ non assumono mai i valori ed 1 la successione converge verso una funzione 
" analitica finita e monodroma in 0. » 

§ 4. Si può facilmente togliere la condizione che il campo C sia sem- 
plicemente connesso. Se C è più volte connesso si può arrivare alla stessa 
conclusione spezzandolo in parti semplicemente connesse. 

§ 5. Invece di supporre che le funzioni 

non assumano mai i due valori e 1 si poteva supporre che non assumes- 
sero mai due valori qualunque fissi po e p, . Le funzioni 

Ui — Po m — pò 

y > • • • 

pi — po pi — po 

non assumono allora ne il valore 1 né il valore ed inoltre conservano le 
altre proprietà delle 

U\ . tv2 1 * * * 

Esse costituiscono dunque una successione convergente verso una fun- 

4nnali di Maletnatica^ Serie III, tomo X. Il 
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zione V analitica finita e monodroma. La successione 
convergerà verso 

Po + iPi —po) V. 

§ 6. Si possono ancora rendere meno restrittive le condizioni delle 
funzioni Un. 

Invece di supporre che non assumano mai due valori fissi po e Pm ^^ 
può supporre che non assumano mai due valori pn qn variabili con n e ten- 
denti a due limiti finiti e distinti p e q, he funzioni 

Mi — fi Mi — pi 

> * • • 

ji — pi 92 — p» 

non assumono mai i valori e 1 e quindi convergono verso una funzione 
analitica finita e monodroma v. 
Sarà poi 

lim t*n = lim Pn + vìim {qn--pn)=p + v{q — p}. 

n=oo N=oo n=:oo 

Bologna, 16 Luglio 1903. 



Su un* equazione a radici reali. 



(Di Onorato Niccoletti, a Pisa.) 



I 



n una Memoria, recentemente pubblicata in questi Annali {*)^ ho con* 
siderato una particolare equazione algebrica, che ha molte analogie coli'equa- 
7.ione secolare, e ne ho assegnate alcune semplici proprietà. Torno ora sul- 
Targomento, per comunicare alcuni altri teoremi relativi alla stessa equazione, 
che mettono ancora in più chiara luce la sua analogia coli' equazione seco- 
lare, e che ho trovati solo dopo la stampa della Memona ora ricordata. 

1. Siano 

tre forme di Hermite di prima specie (3/, n." 1) in n variabili ir,....r„, e 
si consideri l'equazione (che ammettiamo non essere identicamente soddi- 
sfatta) : 

E ((*i) = \ a^v + 2 fe^v GJ -f f^y w* 1 = 1 ^/*v (w) i =: (u, V — 1 , 2 . . . n) (2) 

che si ha annullando il discriminante della forma: 

Eu (:r, x) — A (.T, X) + 2B [x, cr) w + C (r, x) o.« = y^^ e^,, (w) rr^ y, (3) 

con w variabile arbitraria. 

Se w, è una soluzione della (2), il sistema di equazioni lineari omo- 
genee: 

2/* V' i^O iP/* = (fx, V ==: 1, 2 . . . n) , (4) 



(*) Niccoletti, Su una classe di equazioni a radici reali — (questi Annali^ Tomo IX, 
pag. 93 e ss.). Nei frequenti richiami a questa Memoria l'indicherò colla lettera A/. 
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3. Per dimostrare questo teorema, cominciamo dall'osservare che, per 
la regola di derivazione dei determinanti, la derivata di ordine 5(5^:1^1,2...) 
della E {iù) è una combinazione lineare omogenea dei minori del determi- 
nante i/iw), che hanno un ordine maggiore od uguale ad n — 5(*). Ciò posto, 
fe evidente che il teorema vale per /> = 1 (cfr. M, n.'^G); procederemo quindi 
ancora per induzione ed ammessane la verità per le radici multiple fino al- 
l' ordine p, lo dimostreremo per quelle dell'ordine p + 1. 

Sia allora oi una radice multipla della (2) dell'ordine p -\- ì ^ quindi 
anche dell'ordine p\ il determinante J5(w,) avrà una caratteristica non mag- 
giore di n — <o, ed il suo determinante associato di rango n — p, che con no- 
tazioni evidenti scriviamo (cf. M, n.' 6, 19): 

ove non sia identicamente nullo, avrà la caratteristica uno\ quindi, osservando 
che due minori coniugati di -E(w) hanno, per w reale, valori complessi co- 
niugati, potremo scrivere in ogni caso: 

essendo le 2>«\. ..«..(*) opportune costanti, che dimostreremo esser tutte nulle. 

Poiché inoltre w» ò multipla dell'ordine p + 1 ed ^(o^,) ha, per ipotesi, 
una caratteristica non maggiore di n — p, sarà per («i=:wi: 

= ±2P. D» (|), p) = 0, 
dove abbiam posto: 

dik = bik + (>iiCikj (10) 

di ..,i^\ k'.'kn è il minore di ordine p del determinante \dik\y formate dalle ri- 

ghe ii...t^^ dalle colonne A-, . . . /r^ e D^^^ è la forma associata di rango o 

della forma di Hekmite 

Z)=zl? + a), C. (10*) 

Insieme coli' equazione data consideriamo anche la reciproca (ponendo 
$»"E(|)---- F(0) -|a^.i* + 26^.'/ + f/..l = 0; (11) 

(*) Di i|ui sejjuo che se una radice w = Wj rende il determinante £^(w) di caratteri- 
stica n — p essa è multipla dell'ordine p almeno. 
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varranno per essa considerazioni affatto analoghe a quelle svolte per la -B(a)); 
in particolare una radice w, della data, multipla dell'ordine o f 1, ne darà 
una 9i (che sarà infinita, ove sia w, = 0) multipla dello stesso ordine per 
la F(0) = e che quindi, nelle nostre ipotesi, renderà il determinante F(0) di 
una caratteristica non maggiore di » — p; e si avranno le formule, analoghe 
alle antecedenti : 



u y )9-9i (I,. .V*,..*,.) 



L (9') 



dove : 

gik ^= «*fc 9i + fti* = ^1 (aih + iife wi) (10) 

e 

G^A6, + B=^9,{A + Bw,). (10*) 

4. Conviene ora trattar separatamente i tre casi a), è), e) del n/* 2. 
a} Poiché la forma C è definita la forma 

dove T è un parametro arbitrario, in forza di un noto teorema di Weierstrass 
(cf. M, n.° 16, b)) è definita per tutti i valori di z esterni all'intervallo com- 
preso tra la massima e minima radice della equazione /)(t) = 0, in partico- 
lare per tutti i valori di r algebricamente minori della minima radice t di 
essa equazione, o maggiori della massima T. Ponendo adunque r = — o;i, 
quando — Wj cada nell'intervallo ( -ccf), o in quello {T <k>\ la forma (IO*) 
e quindi anche la sua associata Z)^^^ è definita; dalla (9) segue allora subito 
che tutte le 'pi^...i„ sono identicamente nulle e quindi, per la (8), il determi- 
nante E(bì^) ha una caratteristica non maggiore di n — p — 1, e se co^ ha 
una moltiplicità non maggiore di ;-' + !, uguale ad n — p — 1; ciò che di- 
mostra in questo primo caso il teorema enunciato. 

In modo affatto analogo si ha dalla (10*) che il teorema vale anche 
per qualunque radice w,, tale che — w, sia esterna all'intervallo tra la mi- 
nima / e la massima L delle radici della A(X)^==0, cada cioè in uno dei 
due intervalli ( — oo, /), (L, + ^' Ma teniamo ora conto della (7); quando 
in essa valga il segno di disuguaglianza, oppure, quando avendosi Jv = <, 
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non è — L =^ — < -^ w, una radice della E{iù) = 0, i due intervalli ( - oo, 0} 
(L, r e») danno tutto l'asse reale; di guisa che in questo caso il teorema 
Tale per qualunque radice della E{oì,—-0. 

Esaminiamo il caso escluso che si abbia L-^t:^ — wi, essendo wi una 
radice della E {(ù) ^^Q (questo accadrà solo in casi particolarissimi ed allora u, 
si potrà determinare razionalmente) multipla dell'ordine p + 1 (ammettiamo, 
si ricordi, il teorema vero sempre fino all'ordine p). Se — w, = / è multipla 
per Z)(t)=iO dell'ordine A:, la forma B -r '^nC —B — t C h semidefinita e 

riducibile mediante una sostituzione lineare sulle x (e la coniugata sulle x) 
ad una forma definita in n — k variabili. Supponiamo già eseguita sulle 
OTi . . . ar^ una tale sostituzione (che lascia evidentemente immutate le radici 
della ^(<.))=^()), e la J5 + w, C sia definita nelle a", r, . . . j^n-fc. Dalla (9) 
si ha che sou nulle tutte le pir-iaì per le quali gli indici i^...^., son presi 
in un modo qualunque tra i numeri 1, 2... n — k] ne segue, per le (8) 
che son nulli tutti i minori di ordine n — p del determinante J5/(wi), i quali 
contengono un qualunque minore di ordine A:, tratto dalla matrice delle ul- 
time k righe (o colonne). Ma la matrice di queste ultime k righe si riduce, 
per a) = (Oj, alla corrispondente del determinante |c/^J, ed h certamente di- 
versa da zero, quando si aggiunga la condizione supplementare che il deter- 
minante 

I a^v -f 7 {b^^ — t f^v) I 

non sia identicamente nullo; e di qui, per un noto teorema di Kronecker, 
(cf. M, n/^ 6) si deduce ancora che il determinante ^(w,) ha la caratteri- 
stica n--p^l. Ad una conclusione affatto identica si perviene, quando il 
determinante 

I a^v — Lhf^^ -X- o Cfj,^ \ 

(dove ancora a è un parametro arbitrario) non sia identicamente nullo. 

Il ragionamento che precede, suppone, come è evidente, /ir^n -A*; ma, 
si vede subito, non può essere p>?» — k] infatti dovrebbe allora la caratte- 
ristica di E{'rìt) non superare certamente A; e la considerazione della derivata 
-£'^"*Mwi^ porterebbe l'annullarsi di tutti i minori della matrice delle ultime k 
righe e colonne, il che abbiamo escluso. 

Scrivendo l'equazione jE/(&))^=0 sotto forma omogenea, la discussione che 
precede può riassumersi nel teorema: 

Nel determinante 

J^ (wji , w,) = I flf^^ a>5 -f 2 6^v "i w, + Cf,, Oi« I (11) 
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si supponga: 

a) che le due forme B e C siati definite ed abbiano il medesimo segno ; 

b) che, indicando con L, t (rispettivamente) la massima e minima ra- 
dice delle equazioni 

A (À) = I ar^, — /. bf,, 1 = 0, D (r) — | !^^v — r r^, | — 0, 

si abbia L^t'^ 

e) che quando sia — L = — / =: — una radice di E (o^i w/) rr^ 0, uno 

almeno dei due determinanti 

1 a^v + ff ibf,^ — / r^J ; I (7^v — L /;^v + ^ ^^v | (12) 

in cui a è un parametro arbitrario, non sia identicamente nullo. 

In queste ipotesi^ il determinante E (w, (^.j) ha tutti i suoi divisori ele- 
mentari reali e lineari. 

5 h). Quando le due forme estreme A e C sono definite ed hanno 
segno conirario, la discussione è affatto simile. La forma B — r C, con r ar- 
bitrario, rimane allora definita, finche r è esterno all'intervallo tra la minima 
e la massima tra le radici della Z)(r) = 0; la A — Bl finché l è compreso 
tra le due radici, positiva e negativa, della A (a) =^ 0, che hanno il minimo 
valore assoluto, o, se questa equazione ha radici tutte di uno stesso segno, 
finché X cade in quello dei due segmenti infiniti dell'asse reale, determinati 
dalla radice della A (>) = che ha il minimo valore assoluto, ohe non con- 
tiene le altre radici. Il teorema da dimostrare, vale dunque, per le (10*), 
(10*), finché — ^(t), è nell'uno o nell'altro dei due intervalli indicati; varrà 
quindi per qualunque radice, quando questi due intervalli diano insieme tutto 
l'asse reale. Questo accade, se la A(>.) = ha radici positive e negative, 
quando esse sian tutte esterne all'intervallo tra la minima e massima radice 
della D{t)=0] se poi la A(X)=:0 ha radici tutte di un medesimo segno, 
ad es. : tutte positive, questo porta che anche la forma B non é indefinita ed 
ha lo stesso segno della A (*) (cf. M, n.^^ 12); la B e C avranno allora segno 
contrario e perciò la D(r)=^0 avrà tutte radici negative o nulle; ed è chiaro 
che ancora in questo caso i due intervalli considerati contengono tutto l'asse 



(■*) I/assorzionó del testo si diinostpa subito supponendo le Ay lì ridotte simultanea- 
mente a forma ortogonale (cf. ad es. Ricci. Algebra^ pag. 444). 
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/•»a;^. Pii» infine ;»c/!;idere^ «quando la Aiàj ^-^0 ha radici positive e negatÌTe, 
?he :a m^HiPiiìia e ia minima radice «od ambedue) della 1>»t)=0 cciincidano 
r>f> Art i'Mrn ente «^olle due r;idiei positiva e negativa della \u) ^=Q iiiie hanno 
J minimo ^aior»^ ;^5¥!ioliito, e con un valore -oà^j dove /i*, sodàitA alla 
^^*»' 0: ma in r;il c^j^o un ragionamento affatto identico a qoailo dei nJ^ 4, 
1»mo«rr;i ia validità del teorema, qnando non tatti due i determinanti « I±) 
'-^ano :denr;camente nuili. Abbiamo coftì il teorema : 

/^ i^^mm/tnU f^ t,\, <*,; A/(jr anfora tutti i dku&ri elementari rmdi e li^ 
ne^riy ^ttanào jH ammetfa rhe : 

a , ìe ^ne ffwme eHreme A e C ninn definite ed Miam ieyno contrario : 

h A^. In ffyYma intermedia k indefinita^ tutte le radici della equazione 

S ('/ ) Wz-m/J e^tAVìf^e oìT interrai h tra la minima e massima raéice ielUt 

fi, /*; Nf?l f^r//) chiM) ififine, renando tutte tre le forme J, Bj C sona 
hhr\ ind^.finif>^, f, ad fi%. : la A nefjatrva, le B e C positive (e i due detenni- 
nanti A^/;, />^/r; non .<^ono identicamente nulli) ba8ta osservare che la B — zC 
h definita p^r r nej(ativo, la A > /^ per > positivo, affatto arbitrari, per de- 
rlurne che, il feor^ma da dimr;<ifrare vale per qualunque radice »i, positira o 
nr!((ativa, d^^lla ^U*'f^) (), Per ^/, 0, od oo, il teorema vale ancora, e si 
dimostra <'on raj(ionamen*o idf^ntico a quello fatto sopra al n." 5 nel caso ee- 
(•n/ionrtl«, in quanto j du^! determinanti ii(>), 7)(r) non sono identicamente 
nulli. Adunque: 

// delvrminanle KUi^fòt) ha ancora lutti i suoi divisori elementari reaìi 
r ì virar ì, quimdn: 

(I) le Ir fi fonne /1, //, 6' nono nemide finite e le due estreme hanno se- 
ijun nmlrario; 

h) i due d et fir minanti A(À), Dir) non sono identicamente nulli. 

7. Torniamo airoqnnziono non omoponoa; una radice w, multipla del- 
rordifui fj mrh (nei tri» onsi oonnidoriiti) multipla dell'ordine p — 1 almeno 
|MM' qnnliinqun minoro (InllNu'dinn n -I; od, eseguendo al più una conve- 

Ml^nln mmlilii/Jonc linnarn sullo r, (o la coniugata sullo x) si può trovare un 
tnlnnrn iitinoipalf^ AV (<')i), ffr/oAn'f rispetto ad w,,clie ha ciofe w, corno radice 
Minlll|i|it ili un (Hilino usualo a p 1 (*). So ora «o^ è tale che la forma 
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B -{- (ùiC sia definita, indicando con h un numero convenientemente piccolo 
in valore assoluto, dalle (9) e (10) si ha (cf. M, n.*^ 8, b) 

E (on +h)=± 2^ D<P) (2), p) ''*' + • • • (con Z)<^) (p, p) =|= 0) ; 
affatto analogamente sarà 

Ek (o). + /') = ± 2P-' Z>^» (?', p) (T^i^ + • • • (con D/ -" (?i, ;>) == 0) , 
e quindi, nell'intorno di A = 

-Eft (wi + /«) ? DT^' (p, p) 

e quindi il rapporto stesso ha il segno di h o il segno contrario, secondochè 
!a B -{- (ùiC è positiva o negativa. Un risultato affatto analogo si ha evi- 
d ^temente (per la F {9} := 0) quando la Wi sia tale che la forma A + (^^ B 
sia invece essa definita. 

Diciamo ora che due radici wi, w^ della E{(o) = appartengono alla 
prima {seconda) specie^ quando amhedue le forme B + toi C, B -\- (o^C {o le 
altre due A -{- t^t B^ A -{- (ù^B) siano definite, o almeno non indefinite, e del 
medesimo segno. Dalla (13) si ha allora immediatamente: 

a) Tra due radici consecutive della stessa specie cade un numero di- 
spari di radici reali di un qualunque minore principale ^/^ (a>) = ; e se, 
come accadrà in generale, il grado della Eu (w) = non supera quello 
della E (w) = 0, le radici di queste due equazioni si separano a vicenda. 

Diciamo anchf? che un intervallo («5) è della prima (seconda) specie^ 
quando in esso la B + ij. C (A -{- [i B) è definita; allora dalle (13) e dall'i- 
dentità della teoria dei determinanti (Cf. M, n.° 19) : 

vediamo (come in M, n.* 7, 8, 20 e)) che è possibile costruire dai minori 
principali del determinante E (o) una successione di Sturm per qualunque in- 
tervallo della prima specie, dai minori di F (9) (e quindi anche di -E (co)) una 
analoga per ogni intervallo della seconda specie. Per proprietà note delle suc- 
cessioni di Sturm, (o anche come in M, n.^ 8 a)) indicando con J?/j. ./^. (w) un 
qualunque minore principale dell'ordine n — t, si ha poi : 

Armali di Matematica, Serie III, tomo X. 13 
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h) Inequazione i?i,.. /^ (w) -- ha tulle le sue radici reali \ valgono 
inoltre |)er e^sa equazione proprietà affatto f^imili a quelle delle £(a))=0. 

Bupponiamo infine che le tre forme ^, B, C sian tutte tre definile (la A 
negativa, le B^ C positive); è possibile allora assegnare delle limitazioni per 
le radici della E (o)} -0, 

Sia ad es. : ot^ una radice positiva; dalla (3*) abbiamo: 

A (r, X) + 2B (Xj X) w, r-_z _ CwK 
e quindi • 

«loniltì : e) Indicando con ~ ì la minima tra fé radici (tutte negative) della 
eqtiagione A (Ài -0, mh<i radice positiva della ^(w)-=0 è sempre minore 

a ; 

Sia invece (u, una radice negativa; sarà per essa: 

CwJ + 2Bco,z:„._a>0; Cw, +2B<0; 

<^t< — -(Ti |<*>.l>2- ^- 

(^io^ : iì\ Indicando con t la minima tra le radici (tutte positive) dell'equa- 
zione D[t) 0, Mila radice negativa della /?(<«>)--- è sempre minore 
di 2t\ 

Si ha quindi un limite superiore per le radici positive, ed uno per le 
negative^ deirequazione E(<^) 0. 

8. Ci sia |>ermessa ancora un'osservazione. 

W principio che ci ha servito a dimostrare, sotto le condizioni a) b) del 
tu'" 1> la realità deìle radici della K{^) pu^ enunciarsi sotto la forma 
generale s^fuente: 

Sìauo Ay By C... L k pi forme di Hrrmitc di prima specie, ed indi- 
oauUi> (»> utta variabile arbitraria, si ponga 

ibN(w» - ' -S^. e,^ (<^^ jr^ ar^ - - .4 f- i?w -f Cw- !- ^ L w* (ja, v — 1,2...») (15) 

e *i cou^i^lerì Te^uasione (di grado non maggiore di » A:) 
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Ad una radice w, delle (16) corrisponde una soluzione almeno, non iden- 
ticamente nulla, del sistema di equazioni lineari omogenee : 

donde, procedendo come al n.° 1, si ha per i valori antecedenti delle x (e i co- 
niugati delle x) 

E (o.,) = i4 (x, x)+ B{x^ i") ù)i + . . . + L (or, x) o^^" = 0. (17) 

Si consideri ora l'equazione che si ha annullando la (15), ove però ora 
le X siano affatto arbitrarie. 

Se le forme A^ B...L sono tali che essa equazione non divietie mai 
identica ed ha sempre tutte le sue radici realiy tale sarà, per la (17), anche 
la wi, cioè una qualunque radice della F((^)=^0\ anche questa equazione 
avrà dunque tutte le sue radici reali. Si ottiene in tal guisa un certo u Ueber- 
tragungsprincip n un principio di trasporto^ per cui dalla realità delle radici 
della E (w) = 0, per valori arbitrari delle or, . . . rcn , si trae una conclusione 
analoga per quelle dell'altra equazione (16). Su questo principio riposa una 
delle dimostrazioni della realità delle radici della equazione secolare nei casi 
ben noti (*); affatto in generale poi osserviamo che, se non è facile costruire 
direttamente delle equazioni, come la ^(o>) = 0, che abbiano, rimanendo le x 
affatto arbitrarie, tutte le radici reali, è però possibile da una nota tra esse, 
dedurne in guisa molto semplice infinite altre, che hanno ancora la stessa 
proprietà. 

Così, ad es. si ha il teorema seguente (di Fouret)(**): 

Se ^ (x) è un polinomio intero di grado n, i cui fattori lineari sono tutti 
reali, ed f{x) è di grado maggiore od uguale ad n, ed cu è un numei'o reale 
qualunque f ma non compreso tra — le — {2 n -{-!), Inequazione 

^ ^^^ r(« + l)(a + 2) . ..(« + i)(n- 0! 

ha almeno tante radici reali quante la f{x) = Q\ e se ne ha di più^ l'eccesso 
è un numero pari. 



(*) Cfp. ad es. Capelli, Analisi algebrica^ 3/ edizione, pag. 081. 
(**) Comples Rendus de CAcadémie des Sciences. Voi. 106, pag. 1220, 1888. 
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Ciò posto, Delle a), b) del n.^ 1, pooiamo : 



, ^w=,H.if(.); f(w=s ,.^r'^i^:r 'a 



^ (a + 1) ... (a 4- «) . (»i — i)l 

essendo z> (w) una funzione razionale intera in w del grado w, //(^ì) una di 
un grado maggiore od uguale ad m — 2, i cui fattori lineari sian tutti reali, 
ed a un numero reale qualsiasi, non compreso tra — 1 e — (2m + 1); in 
virtù del teorema di Fouret ora ricordato, l'equazione F(w)=0 avrà tutte 
le sue radici reali. Ora si osservi che è : 

e quindi sarà anche : 

F(0i) =:A^,{U>) + 2B^, (w) + C^, (w) 



essendo 



\ 



^'^''' ^'(«-fl)...(a-|-,i(,„_j)! 

j, ^.'> - V. l'-'y('->) ! '■' ?""-'' M 



. (« + l)...(a + i)(m — e)! 

Ne segue, pel principio superiore che anche l'equazione in w 

I «/** ^1 (^0 + 2 bf,^ ip^ H + C^y ^3 H 1 = 

ha, nelle ipotesi a), fc) del n.^ 1, tutte le sue radici reali; un teorema, elio 
non sembra facile dimostrare in altro modo. Teoremi analoghi si avrebbero 
da teoremi di Hermite, Laguebre (*) simili al teorema di Fouret già ri- 
cordato. 

Pisa, li 15 Gennaio 1904. 



(♦) Cfr. ad es. Netto, Algebra. Bd. 1, S. 211, ss.; ed anche Laguekke, Ot'idVé^i', Voi. 1.", 
pag. 140. 



Sopra alcune classi 

di congruenze rettilinee negli spazi 

di curvatura costante (*). 



(Di Loioj Bianchi, a Pisa.) 



PREFAZIONE. 



N. 



ella presente Memoria raccolgo alcune ricerche di geometria infinite- 
simale non-euclidea, relative alle congruenze rettilinee. Supposte reali le su- 
])erfìcie focali, definisco la congruenza coU'assegnare la prima falda S della 
superficie focale ed in ogni punto di questa la direzione del raggio della con- 
gruenza. Ricerco quindi gli elementi della seconda falda 6' e stabilisco un si* 
stema di formole generali relative ni due casi che la S sia riferita alle sue 
linee di curvatura (§§ 1, 2), ovvero alle sue linee assintotiche (§§ 14, 15). 
Le formole così ottenute, come le loro corrispondenti in geometria euclidea, 
sembrano le più appropriate in questo genere di ricerche. 

Qui applico le formole trovate allo studio di tre classi particolari di con- 
gruenze nello spazio ellittico ed iperbolico, che generalizzano note classi di 
congruenze dell'ordinario spazio euclideo. 

La prima classe studiata è quella delle congruenze di Guichard, nelle 
quali le sviluppabili della congruenza tagliano le due falde focali secondo le 
loro linee di curvatura (VoL I, pag. 325). Nello spazio Euclideo la ricerca 
dì queste particolari congruenze si collega alla teoria delle superficie pseudo- 
sferiche ordinarie e precisamente a quella delle loro deformazioni infinitesime 



(*) Riferendomi spesso, nel corso di queste ricerche, al mio libro: Lezioni di geo- 
metrìa differenziale (2.* edizione in due volumi. Pisa, Spórri, 1902-llK)3), lo farò citando 
9emplicemente il volume e la pagina. 



■_^ 
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qui fra le congruenze di Thybaut e le deformate dei paraboloidi di rotazione 
nello spazio ellittico od iperbolico. 

La terza classe di congruenze studiata nella presente Memoria è quella 
delle congruenze sulle cui falde focali si corrispondono le linee assintoticlie 
(congruenze W}^ e per le quali inoltre le due falde- focali hanno in punti cor- 
rispondenti eguale curvatura. Limitandomi, come nel caso Euclideo (Voi. II, 
pag. 74), al caso di linee assintotiche reali (w, tM, dimostro che per le due 
falde focali di una tale congruenza, detti r,, Vz i raggi principali (ridotti) di 

curvatura e posto p=^\' — ^^i^'i, si deve avere necessariamente nel caso el- 
littico 

? (u) + ^ (v) 



e nel caso iperbolico 



? (u) — 'y jv) 



dove C' («) indica una funzione della sola u e ^ (v) della sola v. Viceversa 
ogni superficie S della classe supeViore è falda focale di oo* congruenze W 
della specie richiesta. Come nel caso euclideo, sono notevoli i seguenti casi 
particolari: 1." il caso di 9 (w), ^ (v) costanti, ove la superficie Se a curva- 
tura costante e le conseguenti trasformazioni sono quelle di Backlund; 2.^ il 
caso che una sola delle funzioni 9 (w), ^ (v) sia costante ; le superficie S cor- 
rispondenti sono caratterizzate dal fatto che le linee lungo le quali è costante 
la curvatura della superficie sono linee assintotiche di un sistema. Si potrebbe 
ancora dimostrare che per le ottenute trasformazioni delle nostre classi di su- 
perficie vale un teorema di permutabilità come nello spazio Euclideo (Voi. II, 
pag. 80), onde nella successiva applicazione del metodo di trasformazione 
vengono risparmiate le quadrature. 

È appena necessario di avvertire che i risultati di geometria non-euclidea 
qui brevemente riassunti hanno un corrispondente significato neirordinaria 
geometria euclidea, che sarebbe facile ritrovare servendosi delle note rappre- 
sentazioni degli spazi di curvatura costante sullo spazio euclideo. 
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^ 1. 



FORMOLE PER LE CONGRUENZE IN GEOMETRIA ELLITTICA. 

Consideriamo una congruenza rettilinea nello spazio ellittico, la cui cur- 
vatura /fo supponiamo por semplicità = + 1. Supponiamo inoltre che la su- 
perficie focale della congruenza sia reale ed indichiamone con S la prima 
falda, che riferiamo dapprima alle sue linee di curvatura (w, v). Servendoci 
dello usuali notazioni, indichiamo con x^j r^i, ar,, x^ le coordinate di Weier- 
8TRASS (legate dall'identità 2x'=l) di un punto F mobile sopra S, con Jo, 
11) lt> ^3 i coseni di direzione della normale, in fine con 

^Pj ^ly ^t} ^3 

(• ) Sii > S»2 7 S»3 

• « 

quelli delle tangenti alle linee coordinate (di curvatura) t; = cost., M = co»t., 
rispettivamente. Se denotiamo poi con 

€ls'==Edu*+ Gdv' 

il quadrato deirdemento lineare della superficie o con r,, r, i raggi princi- 
pali (ridotti) di curvatura relativi alle linee w, t;, avremo le formole fonda- 
mentali (Voi. I, pag. 498): 



dx 1^= ci \'E 

CU ' ' (7 M ri 



•>?> 



^ - - --\JL . X - • ^ = — 5 • J , ^ = -= -t; — • >7 

^ M ^ n ^G Sv ^ du ^ G ^ t' 

o_x T7 SJ \.^ y ^'^- JL^\^ ^ 



(1) 



8 (? ^ ri \JE ou ^ 

che valgono per le funzioni x,, ;», >;,, Cv per i quattro valori dell'indica 
y = 0, 1, 2, 3. 
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Ricordiamo poi ancora che le equazioni di Codazzi assumono qui la 
forma 

u\ Vi I r« (J tt e v\ n ) rt ó v 

mentre l'equazione di Gauss si scrive 

nn cu \^;E cu j a v \^!G dv } ^ ' 

Ciò promesso, definiamo ora la nostra congruenza di tangenti alla su- 
perficie 5 per mezzo dell'angolo (f=:f (w, v) che in ogni punto (ìt) della su- 
perficie il raggio che vi passa forma colla direzione della linea t; = cost. In- 
dichiamo in fine con t = t (w, v) l'ampiezza del segmento focale F F e con 
(j z^(7 [Uj v) l'angolo dei due piani focali, cioè l'angolo dei due pjani tan- 
genti in Fj F rispettivamente alle due falde 5, 6^ della superficie focale. Se 
^oj ^iì ^2, fl?s sono le coordinate di Weierstrass del secondo fuoco F e 
(iìì ^tj ^t) Is i coseni di direzione della normale in F alla seconda falda fo- 
cale S, avremo le formole : 

X = a: cos T + (>2 oos f + C sen y) sen r (4) 

^ = J cos (7 + ()7 sen y — K cos (f) sen t, (5) 

Per esprimere che la direzione (;) è quella della normale alla S luogo 
del punto (or), abbiamo le due equazioni di condizione 

U ' V 

le quali, sostituendo i valori (4), (5) e per le derivate ponendo i valori (1), 
si traducono con facile calcolo nelle due equazioni seguenti : 

d<f 1 d\lE .-^ , yjE . ^ 

^ -^ — = JE cot T sen 9 — - — cot a cos © > . 

^ _ _ (6) 

Queste, ove sìa dato f in funzione di «, v servono effettivamente a de- 
terminare cotr, cot a (cioè r, 5 a meno di multipli di 7:) salvo quando si an- 
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nnlldsde U determinante 

^ \ r2 ri ) 

Ma noi escludiamo questo caso ove i raggi della congruenza sarebbero 

le tangenti delle linee assintotiche di un sistema e la seconda falda focale S 
coinciderebbe colla prima S. 

Tenendo ora presenti le (1) e le (6), deriviamo le (4), (5) rapporto ad 
Uy V e troveremo le formole : 

g- == — sen r 1^ — h v^J^ cos y I . a? — ^ sen r oos f . | + 

+ I cos T cod 9 1^- + \/A' eos fi + ^^ — cot cr sen r sen 9 oos ^ ( • >? + 
+ J cos T sen yf ^ + >^E cos yj — - — cot o sen t cos^ 9 | • C 



ex 

= — sen T 



( g^ + v'S . sen fi . ir — ^ — sen r sen ^ . ^ + 






+ I cos r cos ? ( 0-- + \'0 d«n ?) + ^ cot a sen r sen* ? . >? + 



du 



+ I cos T sen rio" + sjG sen ^ j — ^- cot ^ sen r sen y cos > | . C 

- — ^E sen (7 sen 9 . a: — sen a I ^ — f- ^^ — sen y 1 . ; + 
+ I cos cr sen y (^ + -- sen «f | + y^/J5'sen a cot r sen ^ cos y | . >? + 

^ — h - sen <f\ -\- ^A'sen cr cot r sen* J { • C 



^ = y/Cr sen a cos 9 . a; — sen ^ I ^ - cos y 1 . $ + 

+ cos 7 sen y 1 ^ ~- cos ^ j — sJG sen a cot t cos' (fì.^ — 

— I cosa cos (f [^ — cos (f\ + yJG sen a cot r sen «^ cos y ( . C. 



(7) 



(8) 
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Ed ora, con queste forinole, possiamo facilmente calcolare i coefficienti 

E, F, G ; 2), D\ D' 

delle due forme quadratiche fondamentali 

ldx\ —Idxdl 
della seconda falda focale S^ secondo le loro formole di definizione 

\cu} OUÓV \0V] 

rf .,dxdl j., „dxdÌ „dxdX -ic,, dxdl 

OH u ouov ov u » àv 

Osservando le (7) (8) e le identità 

troviamo le formole domandate : 

r= (dx , ,„- \* E sen« t , 

Ì^ = (|7, + V^co8y)(|-; + v/^8eny)+^?|5;^senyco8y [ (A) 






Idi . \,l£ \ i 



w. :-pr Sen ex /^ '^ I /"rT \ , 



, v/i^ sen T 

H C08 

ri sen e 

; (B) 



+ 



Je sen T (d(j \G \ 

^^— COS cp ( ^ ' — COS 9 

r« sene ^\dv n ^J 
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- D' — V E ^^5_^ gen fi^ + slG sen yj + 



sen 



, v/^ sen T d G UE \ 

+ Ben y Lj +- — sen ? 

ri sen<7 ^ \du n ^ ) , ^ 

_ ) (B) 



+ 



^G senT [da ^O 



Ti sen <7 



(da ^G \ 

^'^ nr. - TT ""' T 



È importante osservare che Peguaglìanza dei due valori di D' dati dalle 
(B) intermedie segue anche dalle (6) derivando la prima rispetto a e;; la se- 
conda rapporto ad n e sottraendo col tener conto delle formolo di Codazzi e 

di Oaubs (2) e (3). Così la relazione data dall'eguagliare i due valori di D' 
nelle (B) appare anche come condizione d'integrabilità per le (C). 
Notiamo ancora che dalle (A) segue la formola 



^ G _ F« = '-5H13 K€ I |i + ^/I^ C08 y) sen ? - 

sen» a { n \d u ^ ^ì ^ 

-7rlai; + V<?sen?)cosyj . ] 



(C) 



§ 2. 



FORMOLE PERULE CONGRUENZE NELLO SPÀZIO IPERBOLICO. 

Per lo spazio iperbolico, la cui curvatura^o porremo = — 1, possiamo 
stabilire un sistema di formolo del tutto simili alle precedenti. Basterà scrì- 
vere queste formolo, ove converrà tener presente che le coordinate {x) di 
Weierstrass di punto sono allora legate dall'identità 

x] + ^i + ^ì — i^l = — l) 
e quelle (|), ();), (C) di piano dalle altre 



M.»à. • J 
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e dalle analoghe, mentre l'ortogonalità p. e. delle direzioni {|))(>7) è espressa da 

Il >?i + ?f >?t + ^3 >78 — lo >7o = 0. 

Nel caso attuale alle formolo (1) si sostituiscono le altre: 

dx .-,, di sl'É 0% ;^ sl'E ^ 1 dsl'E ^ \ 



du 



r% d u 

du fjG ^v 



r« ^G 8 ^ 



• >7 



- V tr 5, ^— := • g, :5— = -rr-. -^ • f , 



(!•) 



ar 



ÌÉ aw 



3^ />,- v6^ V l c\iG 



mentre le equazioni (2) di Codazzi rimangono invariate: 



l'È 



u\ ri I ra du ^ dv\r%ì ri d v 



{2n 



e quella (3) di Gaoss diventa 

r.rx ~ dullEdu) a» W« 3 p / "^ v^^' 



(3-) 



Ciò poeto, avendo (f, r, a il medesimo significato loro attribuito nel caso 
ellittico, la (4) verrà sostituita dalla 



x = x cosh T + (»j 008 ^ + C sen <f) senh r, 
e la (5) conserverà la medesima forma 

f = ^ cos a 4- (.'7 sen <f — C cos (f) sen a. 



(4*) 



(5*) 



Le condizioni 



Z.^i 



dxi V a.r, 



danno qui le equazioni : 



•90 






irr* ^ 8 a?i -^d xo 



— l 



dv 



= 



a? 1 as/£ ,- ,. yj'E , 

^ r= -v^^ — =JE coth T sen 9 — ^^^ — cot a cosqj 

ou ^G ov ^ ^ Ti 



a? , 1 dsJG ,77 ,, 

^ + -= -o — = — sJG coth r cos 9 

dv ' yjE du V ^ 



v(^. 



Ti 



cot <7 sen f . 



V 



(6*) 



' i 



I l 



* vv i •.«•;/ «itucv ''^n'itiee 



\ u^ «^^«^ 4.:-«:tt vituiiiuciiiaiL i^ìl'i 'H:i!oaùu taida fu- 
\ . V ^^ >, ....V ,.» .«vViv ««» 'Xi'.'j r-.jtiid L lineili) esesTuico 



X 



• •« ■>« -*,• -^^^^ 



">» .-■ 



vt«.c a . 



"^ft*.* 



'-C». . 



•W U m t 






i* 



A*^ 



^**. 



^1. 



-•-■i> - , 



x^Oji 



»^ 



* l 



*^n : r 



J^ - 



• I 



3- 



"^11 - . 



."SU - i 



> - 



•-i. 



■ Ik 



-li 



^ - : 



e - I 



* ' >■• • 



•i" ' 



.^^: 4n 






^à 
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§ 3. 



La trasformazione di Backlund. 



Facciamo una prima applicazione delle nostre formole generali alla ri- 
cerca di quelle congruenze rettilinee degli spazi di curvatura costante nelle 
quali è costante tanto la distanza t dei fuochi quanto l'angolo a dei piani 

focali. L'eguaglianza dei due valori di D' nelle (B) dà subito pel caso ellit- 
tico la relazione 

1 sen^c 

ri r« sen* t 

ed analogamente le (B*) danno nel caso iperbolico 

1 seti» e 



ri rt senh^ t 

In queste formole si legge il teorema: Le due falde focali di una con* 
gruenza di questa specie sono superficie colla medesima curvatura costante e 
precisamente la loro curvatura è negativa (assintotiche reali). 

Ma le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti dimostrano di più 
l'effettiva esistenza di tali congruenze e ne danno il grado di arbitrarietà. 
Presa infatti nello spazio di curvatura costante una qualunque superficie S di 

curvatura relativa h costante negativa ==:- — -^ basterà prendere le costanti 

r, c7 legate dalla relazione sen r = a sen a nel caso ellittico, o senh r = a sen q 
nel caso iperbolico, e per l'osservazione alla fine del § 1 le equazioni simul- 
tanee (6) (6*) per ^ costituiranno un sistema illimitatamente integrabile. 

Cosi dunque: Ogni tale superficie S è falda focale di oo' congruenze^ 
nelle quali è costante la distanza r dei fuochi e Vangolo a dei piani focali; » 
la seconda falda focale è ogni volta una superficie colla stessa curvatura 
costante. 

Le trasformazioni che così si ottengono per le superficie di curvatura 
costante in geometria ellittica ed iperbolica non sono altro che le trasforma- 
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zioni di Backlund, delle quali già dimostrai l'esistenza in una Memoria 
del 1887 (*)) e che furono poi particolarmente studiate dal Fibbi(**). 

Notevole è il caso della trasformazione complementare nella quale Tan- 
golo a è un angolo retto, cioè la congruenza è normale. Nello spazio iper- 
bolico qualunque superficie a curvatura relativa costante negativa ammette oo* 
trasformate complementari, nell'ellittico solo quando a •< 1 cioè quando, in- 
sieme alla relativa, è negativa anche la curvatura assoluta K=^h -\- ì. 

I risultali che qui abbiamo nuovamente stabilito non sono del resto che 
un caso particolare di quelli che stabiliremo nell'ultima parte della Memoria 
(Cf. § 18). 



§ 4. 



Congruenze di Quichard nello spazio ellittico. 

Proponiamoci ora di studiare quelle congruenze dello spazio ellittico le 
cui sviluppabili tagliano le due falde della superficie focale secondo le linee 
di curvatura (congruenze di Gdichard). I raggi della congruenza saranno le 
tangenti alle linee di curvatura di un sistema della prima falda focale S, 
poniamo p. e. alle linee t;=cost. Dovremo dunque fare nelle nostre formole 

generali ? =0; e per esprimere che anche sulla seconda falda ti le linee {u^v) 

sono quelle di curvatura basterà scrivere che si ha F = Q. Intanto le (6), 
postovi ? = 0, danno 

mentre la F-=0 ci dà per la seconda delle (A), 



a 



W. + ^'^)=o- 



(*) Sui sistemi di Weinoartrn tiegli spazi di curvatura costante. (Memorie della R. Ac- 
cademia dei Lincei. Serie 4.*, Voi. IV.) 

(**) / sistemi doppiamente infiniti di ragiji negli spazi di curvatura costante, (Annali 
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. Voi. VII, 1895.) 
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e quindi dovrà essere o ^ = 0, o -^— = — ^E. La prima ipotesi è da esclu- 
dersi, perchè per la (C) si annullerebbe il binomio E G — F* e la seconda 

falda S si ridurrebbe ad una curva, caso che naturalmente scartiamo perchè 
perderebbe ogni significato la questione da noi qui trattata. Alla medesima 
conclusione conduce la seconda delle (7), la quale dimostra che cot r eguaglia 

la curvatura delle linee u = cost; queste adunque, se fosse ~ = 0, avrebbero 

costante la curvatura geodetica. Ciascuna di esse sarebbe allora tracciata 
sopra una sfera ortogonale alla superficie S e la seconda falda focale si ri- 
durrebbe al luogo dei centri di queste sfere. 

Così per la congruenza di Guiohard si avrà necessariamente 

ll = -^E. (8) 

cu ^ 

Dopo ciò la seconda della (7) si scrive 

e integrata dà 

\/G =y (r) senr. 

dove (f{y) è una funzione della sola v che/ prendendo convenientemente il 
parametro r, può farsi = 1 e quindi semplicemente 

y/G = senT. (9) 

Ora poiché si deve avere anche i)'=0 ed è y^^O, o— = — \jEi la 
seconda delle (B) ci dà 

^ = 1^. (10) 

ri ov 

Dalla prima delle (7), combinata colla equazione (2) di Codazzi, risulta 

da cui integrando viene 

\JE_ 



df (u) sen a. 
ri ^ ' ^ 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 15 



108 Sopra alcune classi di congruente rettilinee 



con j\u) funzione della sola ti. Disponendo del parametro u si può fare 

^(u) = l 
e per ciò 

^=8en7, (11) 

Cosi tutti gli elementi della nostra superficie S vengono espressi per le 
due funzioni r^ ?, le quali debbono poi soddisfare le due equazioni simultanee 
che risultano dalle formole (2) di Codazzi, cioè alle due seguenti 



n«-- 



■X — ^ — hsenrco8ff = i 
du dv I 

(12) 
-f- eoa r sen 9 



^" =0. \ 



d H d V 

Quanto alla equazione (3) di Gauss si Tede subito che coi valori scritti 

di dE. JG. ^ — > ^-^> soddisfacendo ?, <y alle (12i, è identitamente verifi- 

cata. Risulta così inversamente dal nostro calcolo che se (r, a) è' una coppia 
qualunque di soluzioni delle (12), l'elemento lineare 

ds' = \j^\d w« + sen« rdv' (13) 

apparterrà ad una superficie S dello spazio ellittico di cui saranno ti, r le 
linee di curvatura, mentre i raggi principali (ridotti) di curvatura sono dati 
dalle formole 

sen T du . - . . 

f, = ^ -» r, = 1 (14) 

d(j sene ^ ^ 

Tv 

e le tangenti allo linee di curvatura v = cost della S formeranno una con- 
gruenza di QUICHARI). 
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§5. 



Relazione colle superficie pseudosferiche dello spazio Euclideo. 

Completiamo dapprima il risultato ottenuto colle osservazioni seguenti. In 

primo luogo è chiaro che la seconda falda focale jS della congruenza sarà 
una superficie della medesima specie, i raggi della congruenza essendo le 
tangenti alle sue linee di curvatura M:=cost. Le nostre formolo (A), (B) § 1 
confermano la cosa, dimostrando che si ha 

D — - - sen r 2- > D^= , D' = sen o z-' • 

OU ' ^ V 

Dunque per la seconda falda focale ^ riferita alle linee di curvatura 
(ti, r), si avranno le formolo 

ds'= sen* T rf w« + (l^l'rf v\ . (15) 



il 

d V — sen T 

— . , r, = -Q— 
sen n e Q 



, r^=-^' (16) 



d u 



Queste sono le formole stesse (13), (14), scambiatovi u con v. La sim- 
metria delle (12) rispetto ad ti, v rendono a priori ragione del risultato. 

Osserviamo poi che da una congruenza di Guichabd se ne deduce su- 
bito, nello spazio ellittico, una seconda prendendo la polare della primitiva, e 

questa seconda congruenza avrà per falde focali le due superficie polari S'j S' 

di S, S rispettivamente. Le formole corrispondenti alle (13), (U); (15>, (16) 
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per la seconda congruenza dì Guichàrd sono le seguenti!*): 

d s « = sen» g rf w« + i^' d v' (13*) 

d V sen t /< j*\ 

r , - > r t — — ^ (14*) 

sen T ' 8jr ^ ' 

dn 
l^jrfu' + sen'orfr» (15*) 

sen<j , dn itn^\ 

r, = ^ — y r, = 16*) 

8 T ' seu T ^ 

d~p 

Si osserrerà che queste forinole si deducono da quelle primitive scam- 
biando r con 7, come è naturale se si pensa che appunto nel passaggio da 
una congruenza alla sua polare si scambiano fra loro la distanza r dei fuochi 
e Tangolo 9 dei piani focali. 

Dopo queste osservazioni possiamo dire che : Ogni coppia di soluzione 7, n 
Jeììe eqìtojnoni (12) individua nello spazio ellittico una congruenza di Gui- 
chàrd e la sua polarej per le cui falde focali hanno luogo le forinole sopra 
scritte. 

Ma ora, se si pone 

T-r^ = 5,, r — 7 = 5^^ 

te (12) diventano semplicemente 

. — . ^ sen $, = 0, ^ — ^ — r sen 5, == ; 



i*> Qui >>wr>rr« rk«>rl3kre che la poUre ;?^' della 5 è la sujperfioìe panJleU alla .^ 
«» i\ />^Ta iisiJui:'^ li xì :3a.inuìtiP. e sì hanoo le formale 



1 ^ 

1 . 1 

''1 "t 



«l'I'* I"? iwVraal-? i?I w«iX 
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e dimostrano che la S è mia sfera di raggio i ridotto) ^= i'. Viceversa bc la 
secontlR falda S è una sfera, sussistono necessariameute forinole del tipo (17)> 
onde vediamo : Ad una coppia di superficie pseudosferiche dello spazio euclideo, 
Iraaformate di Backluso /'min dell' altui, corrisponde nello spazio eìlillico 
una congruenza di Gcicbard con una falda focale sferica, e viceversa. 

Volendo ulleriormente precisare il modo di generazione delle attuali con- 
gruen^ce di Guichird, Itastn caratterizzare le linee sferiche ortogonali («, «) 
che danno all'elemento lineare sferico la forma (18). Per ciò basta osservare 
che essendo (|ui \E^^9.snr, \ G -- /seii <?, le due funzioni 



d_t 1 a 






Bono per le (17] nel rapporto costante h'. Dai risultati contenuti in altra mia 
Memoria pubblicata in questi Annali ('» segue che la proprietà carattertsUcu 
del sistema eferico ortogonale (18i è la seguente; 

Il doppio sistema di traiettorie isoffonali, sotto l'angolo arclg le, delle 
linee u -- cosi., divide la sfera in parallelogrammi infinitesimi d'area costante. 

E facile di qui formulare una costruzione geometrica per le congruenze 
di GuiCHABD ora considerata. Nel caso particolare più semplice k ■=^ 1, corri- 
spondente alla trasformazione complementare la costruzione è la seguente ; 

Sopra una sfera di raggio (sferico) =^ ' nello spazio eìlillico si con- 

Sideri un qualunque doppio sistema ortogonale che dia all'elemento lineare 



la forma ds*=^ Ed u' 



dv- CI 



; le tangenti alle bisettrici dell'uno o del- 



l'altro sistema delle linee (u, v) formano la congruenza di Goichabd richiesta. 
2." Supponiamo ora che per una delle due soluzioni 0,, 5, della ili, p. e. 
per Ct, si assuma lo zero; allora e t — 3 e le formole del § 6 dimostrano 
che la seconda falda focale y ha le stesse due formo quadratiche fondamen- 
tali della polare S' della prima falda. Ne risulta che la S' può sovrapporsi 
con un movimento alla .S; e siccome ogni punto di S' dista dai suo corri- 



{*) Sopra alcuna nuuoe classi dì supcr/ida e ili siskuti tripli orCoi/onali (.\nnuli, 
Pie 2.', Tomo XVIil, 1000), et apaciulmente n,' 3-2, ;t3. 

(*•) Pur 1a coatruiione ili questi sistemi {", e) dallo coii^-i'uonii.' pstìudtisffriche ■ 
jasi la Memoria sopra citata (n.* 35J, 
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spendente di S per un quadrante, il movimento in questione non può essere 
che uno scorrimeiìto d'ampiezza = -^ • In altre parole le rette che congiun- 

gono le coppie di punti corrispondenti (.t ), [x) delle 5, iS sono parallele nel 
senso di Clifford. Ciò si conferma facilmente col calcolo dei parametri B, C, D 
di scorrimento destrorso di queste rette (Voi. I, pag. 451). Tenendo conto 
delle formole (1) del § 1 «applicate al caso attuale e delle relazioni fra i mi- 

iTo JLi ÌTj 0*3 

I 

' j; > > 'Z 

nori di 2.® ordine nel determinante ortogonale destrorso 

^0 ^\ ^t ^% ! 

Co Ci C« ^3 i 

si trova che le derivate di B, C, D rapporto ad w, v sono identicamente nulle. 

3.^ Come ter^o caso particolare adduciamo quello in cui le due solu« 

zioni 6i , 6f sì assumano coincidenti e quindi (7 = 0. Le formole del paragrafo 

precedente dimostrano che in tal caso le superficie S, S si riducono ad un 
medesimo piano della geometria ellittica, riferito a due sistemi doppi ortogo- 
nali di linee (w, t?) che danno ai rispettivi elementi lineari la forma 

d^s? = Il -Vd M« + sen» rdv-j ds'= sen* rdu' + [|^j'rf v% 

soddisfacendo r all'equazione ^ — ^ =: — sen r. E facile vedere che la pro- 
prietà geometrica caratteristica di questa rappresentazione del piano ellittico 
sopra sé stesso è la seguente : Le curve u del secondo sistema ortogonale sono 
le evolute delle u del primo sistema ed inversamente le v del primo sistema 
le evolute delle v del secondo. 

Osserviamo poi che il piano ellittico potendo anche riguardarsi come 
un'ordinaria sfera euclidea di raggio = 1, possiamo riguardare le forme su- 
periori del ds*j ds^ come appartenenti a questa sfera. Per quanto è dimo- 
strato nella prima edizione del mio libro a pag. 419, i corrispondenti sistemi 
sferici ortogonali (t^, v) si ottengono nel modo seguente. Presa la superficie 
pseudosferica il cui elemento lineare, riferito alle assintotiche (ti, v) è 

ds* = dt** — 2(iOBTdudv + dv^j 

si consideri la congruenza formata dalle tangenti alle assintotiche v od alle u 
rispettivamente, e se ne faccia l'immagine sferica. Le linee sferiche corrispon- 
denti alle Uy V danno i due sistemi ortogonali in discorso. 
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§7. 



Le congruenze di Guichard nello spazio iperbouco. 

La trattazione delle congruenze di Guichard per lo spazio iperbolico pro- 
cede in modo così analogo a quello svolto pel caso ellittico che basterà in- 
dicarla. Se nelle formole generali del § 2 facciamo y ^= 0, otteniamo in primo 
luogo dalle (6*) 

— r= .. --^ C0t(7, -= TT-- = — i/(? cotr, (19) 

e dalla F —- abbiamo 

d v\('U ^ ì ' 
ondi», «scindendo per la medesima ragione che nello spazio ellittico (§ 4) il 
cuHo ., ' 0, avremo ancora 

Sostituendo (piesto valore di sjE nella seconda (19) e integrando, col di- 
Hpornj del parametro r, si può fare 

yì'Q = senh T. 
Scrivendo ora che D' -0, si ha dalla seconda delle (B*) 

rt d V 
e combinando colla seconda equazione di Codazzi 



? V \ r^ j r^. 



\IE . e? e 
cot a 7- * 

V 



Di qui integrando e disponendo del parametro ti, otteniamo 



^ — = sen <7. 
r% 
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Gli elementi fondamentali della prima falda focale S rimangono così 
espressi per le funzioni r, a colle formolo 



ds^=^ (l^y rf mH- senh» rdv^ 



d' 



.' (20) 



seuh T 8 M k 

* 3 T ' * sen \ 

d V i 

Le equazioni di Codazzi si traducono poi per le funzioni r, ^ nelle re- 
lazioni 

^ J — h senh r cos a =^ j 

OH OV I . ^ 

ò- o — h cosh T sen a = , ) 

U V 

soddisfatte le quali è pure soddisfatta l'equazione di Gauss (3*) § 2. 
Per la seconda falda focale S otteniamo poi dalle (A*^), (B") § 2: 

]&=.8enh^r, F=0, » = (|^)' 

D o~ senh t, D' = 0, D" =: sen a «- > 

ossia per la S riferita alle sue linee di curvatura 

d s' = senh* rdu^ + (|^ j ^ ^' 



dv senh t 

sen <? 2 ^ 



\ 



(20*^ 



Le coppie (a, r) soddisfacenti alle (D) possono anche compendiarsi per 
la funzione complessa i^ = u + i r nell'unica equazione 



1 



—^'.-[' sen iì = , 



dalla quale appunto provengono le {D) separando il reale dall'immaginario. 
Questa ultima è la solita equazione da cui dipendono le ordinarie superficie 
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IK 



h"t 



i'i -rt-jri winnii rnxti 4t nm tr i m z e rettilimee 



vmo'tr.'nArjiTiti. ili ira ^ati a mt «uiaiiuif niymi che eondocono alle 
coiL7ri>»nz> :vk.: :i >m:{.*ja leuti fornài s mMktL Abbiamo dunque il ri- 



f- sen fi = 



inniKKÌfia «/fn rini^'^aémsi ^'^^^. i* GrriaEao Mff# jpuui iperbolico j ed in- 
r^wif-fH:^. ii.ii»*^ IX :!a**ir^^*rHiin i fa»i pcrtrfeGiare ìd coi sìa 9 = (Q pu- 
ramente :Ti!!XLixta;ir'ii -i *^x!irL * Sii mn i€«fi!idfHDe l'aulimqiie) defl^equazione 



7 * / » 



«I 



coi du^e 5:5irEi: cr: :!r':ità- : * m, f «sa»* siuuc a 
forme caraueriscci-» 



pneedcoie; le forinole (20), 

fÌMMÈO (non-euclideo) 
ekBento lineare le rispettive 



d$' = i^)£%r ~5*ffii-r*r=, €i^ = xmh'rd^ 



. *» 



m'"- 



La proprirù ^^•C'ér:^^^ ^z^ •rjLrxncfiixa qoesta raf^resentazione del 
piano non^euclideo r$«-òv>s:Vfs cri :jjì& sicura se stesso è la medesima che 
abbiamo descriuo al!* Sr.e -i*-: $ 6 r<r 2 rìaao 



$ ^- 



Relazione con e FjjoeuE i^! Lixi a ctstattra iujllà. 

Le superficie che si presentano come falde focali delle congruenze di 
GuicHARD negli spazi di ourvaiura Ovxsumte si diranno, per abbreviare, super- 
ficie di GriciuRD. Vogliamo ora d.mosirare che esse si presentano in altro 
problema geometrico, noSla teoria dei sistemi tripli ortogonali dello spazio el-* 
Jittico ed iperbolico che contengono una serie di superficie di ciurvatura (aa- 
Riluta) nulla f*). 

SuB8Ì8te infatti il teorema: Li owi sistema triplo ortogonale dello spazio 



''■} ,V'//A.' .V'7y"/y'^/v ".'«/•/v<^/,•(J .,'//.'(? ' i ^7:c-n: trìti rlìifùcti^ ^Annali, Serie 2.*, Tomo 24, 



ìH*.r:,j. 
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ellittico od tperholico, con una serie (1) di superficie a curvatura nulla^ cia- 
scuna superficie di una delle altre due serie è una superficie di Guichard, e 
precisamente le tangenti a quelle sue linee di curvatura che sono traiettorie 
ortogonali delle superficie 1 formano una congruenza di Guichard. 

Ogni sistema triplo ortogonale (w, v, w) dello spazio ellittico, ove le 
w = cost siano superficie di curvatura nulla, corrisponde alla forma 

ds' = cos* edu^-i- sen' edv' + (f^T^ ^^' 

del ds^j la funzione 5(«, «?, w) essendo legata ad un* altra funzione &) ausi- 
liaria delle relazioni caratteristiche 

0^ _ aw dj^_d(ù 

d u d V d V d u f 

ì (a) 

- — - — = cos 6 sen w, ^ — 5— = sen 9 cos w. ' 

U OW V w 

Ora, se consideriamo p. e. una superficie della serie M = cost, essa ha 
per elemento lineare riferito alle linee di curvatura (r, w) 



ds^ = sen» edv^ + il^^^' 



(^) 



e calcolando, colle note formole, i raggi principali di curvatura r, , r, rela- 
tivi alle linee v, w rispettivamente si trova 

8_0_ 

dw senO , , 

r, = j r. = -K — • (7) 

seno) ' d(ù ^'' 

d V 

Basta confrontare le (a), (/3), (7) colle (15), (16) § 5 per vedere che esse 
non ne differiscono che per le notazioni ; ne risulta quindi il teorema enunciato. 

Analogamente per lo spazio iperbolico un sistema triple ortogonale della 
specie considerata corrisponde alla forma 

d s' = cosh« 9 du" + senh» 6 d t;« + {^J^d w\ 

la funzione 9 essendo legata ad un'ausiliaria oj dalle relazioni 

80_86) ^_l__8w 
d u d V d V d u 

2'^ u^ 3-0 , ^ 

_ ^=:::, (»osh 9 SCU W, 75 5— = SCnU 9 cos 0). 

uow ^ a V w 
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Per una superficie « = cost. si ha quindi 

/3 V 
d s—-:= ^enh' 6 d V' + . d tv' 

dj 

dw senh 



r, = - „ . t'o 



' ' ' sen co ' " g (0 

d V 



etl il confronto di queste formole con quelle relative alla seconda falda fo- 
cale /t? al paragrafo precedente dimostra il teorema. E da osservarsi per altro 
che nel caso attuale iperbolico le tangenti alle linee di curvatura ti -- eost. 
delle superficie dell'altra serie v — cost. danno una congruenza la cui seconda 
falda è ideale. Considerata nella metrica iperbolica del Cayley anche questa 
seconda falda è reale e soltanto esterna all'assoluto. 

Facilmente poi si potrebbe dimostrare che qualunque superficie di Gui- 
ciiARD di uno spazio a curvatura costante appartiene ad uno e ad un solo si- 
stema triplo ortogonale con una serie di superficie a curvatura nulla (cfr. 
Voi. II, pag. 531). 

Conseguentemente la trasformazione complementare e di Bàckluxd pei 
sistemi tripli ortogonali in discorso danno luogo a trasformazioni analoghe per 
le superficie (o le congruenze) di Gdicuard, le cui formole sarebbe facile sta- 
bilire direttamente. 



§9. 



Congruenze conformi, 



Passiamo ora a trattare la seconda classe di congruenze indicata nella 
prefazione, quella delle congruenze di Thybaut. Per brevità diremo conforme 
una congruenza rettilinea in uno spazio di curvatura costante (o euclideo) 
quando, riguardando sulle due falde focali come punti corrispondenti i due 
fuochi sopra un medesimo raggio, la rappresentazione dell'una falda sull'altra 
sia conforme (conservi gli angoli). 

Data una superficie S nello spazio ellittico od iperbolico, proponiamoci 
dapprima, in generale, di voler riconoscere se la aS' appartiene come prima 
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falda focale, e qualche congruenza conforme. Riferita perciò la S alle sue 
linee di curvatura (u, v\ non avremo che da applicare le formole dei §§ 1, 2, 
scrivendo che sussiste la proporzione 

ossia J?' = 0, Ei^^TT- Trattando in primo luogo il caso ellittico, le fer- 
ii/ Cr 

mole (A) § 1 dimostrano subito che dovranno aver luogo le due relazioni : 



d ' , /„ , v^ sen T 

^ — \- JE eoa 9 = ± -^^ sen 9 j 

OH ^ ^ ri sen ^ ^ / 

d r r V G sen t \ 
-- + v^ sen 9 = + ^^ — - - cos 9 , 

V ^ ^ rs sen a ^ ! 

delle quali sarà da esaminare la compatibilità colle (6) (ibid.): 



(21) 



^- ^ =sìE cotr sen 9 — • — cot^ cos 9 



cu .Q 



\ 



b + / o — =^ — \G cot T cos 9 — ^^ — cot sen 9. ^ 

8v \JE 8u ^ ^ Vi ^ 



(22) 



E chiaro che, senza alterare la generalità, possiamo limitarci a conside- 
rare il caso che nelle (21) si adottino i segni superiori. La questione pro- 
})08ta si riduce così all'altra di esaminare se possono determinarsi le tre fun- 
zioni 9, T, a in guisa da soddisfare le quattro equazioni che si ottengono as- 
sociando alle (22) le altre : 

d T , , - sJE sen t 

^ — h i!^ cos 9 = ^ — — sen 9 

u "" ^ Ti sen a ^ 

; (23) 

d' . ,^ \G sen t 

15 — h v/(? sen 9 = — cos 9. 

V ^ ^ ^ r« sen <j 

Ora formando la condizione d'integrabilità per le (22), si ottiene preci- 
samente, come si osservò al § 1, quella relazione lineare fra le derivate di a 

che proviene dall'eguagliare i due valori di D' nelle (B), osservando le (23), 
cioè l'equazione 

\!G Idr. ^ \}e \ sJE (de ^G \ 

' — sen 9 L^ — f ' — sen 9 — - — - cos 9 » cos 9 = j 

n ^ {ó u ri ^ ri ^ \d v n v r 

,=-7: sen <? / 1 1 \ \ 

= JEG sen ^ cos 9 1 • ^ 

^ sen T ' ^ \rt ri 
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D'altra parte se sì forma la condizione d'integrabilità delle (23) si ot- 
tiene un'altra tale relazione lineare fra w- > -^ che si vede subito essere di- 

u V 

stinta dalla precedente (24), quando si esclude, come sempre, il caso di una 

congruenza a falde focali coincidenti. Per tal modo anche le derivate k— » tt- 
° du d V 

vengono espresse, come quelle di ?, t dalle (22), (23), per 9, t, a, ii, v ed 
abbiamo per ciò per le funzioni incognite 9, t, a un sistema di equazioni ai 
differenziali totali, la cui eventuale risolubilità si discute in ogni caso con- 
creto con metodi ben noti. Il massimo numero di costanti arbitrarie che potrà 
comportare la soluzione generale del problema sarà di 3 e ciò avrà luogo 
quando il detto sistema di equazioni ai differenziali totali è illimitatamente 
integrabile. Nel caso iperbolico le conclusioni sono perfettamente le stesse; 
soltanto alle (22), (23), (24) dovremo sostituire, secondo il § 2, le altre: 



A— :i ^ — = v^ coth T sen 9 — ^^ — cot a cos 9 

du y^G ^^ ^'« 

A— + -77- ~ — = — V '(? coth T cos 9 — ^ — cot C7 sen ? 
V ' yjj^ dn ^ ^ n ^ 

d T , - - \E senh t \ 

7. — h \'E cos 9 = sen 9 È 

cu ^ ^ ri sen a ^ f 



(22*) 



d- 

d 



r 

T , ,-, \G senhT i 

- 4- v/6r sen 9 = — ^ cos 9 \ 

r ' ^ ^ rt sena ^ ; 



(23^) 



G da , \!E \ \L di \^G \ 

— sen 9 = — \-^ — cos * — - — cos » ^ — sen 9 ^ i 



, „ ^ sen e / 1 1 \ 



\ 



Concludiamo intanto dalla nostra discussione : • Una superficie S di uno 
spazio di curvatura costante può appartenere al massimo, come falda focale, 
ad una tripla infinità di congruenze rettilitiee conformi. 






* • 
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§ 10. 



Congruenze di Thybàut nello spazio ellittico. 

Sappiamo che nello spazio euclideo ogni superficie d'area minima è in 
effetto falda focale di oo^ congruenze rettilinee conformi e di più la seconda 
falda è ancora una superficie d'area minima (Voi. II, pag. 338). La stessa 
cosa Togliamo ora provare aver luogo in generale in ogni spazio di curva- 
tura costante. 

Cominciamo dallo spazio ellittico e ricordiamo che se S è una superficie 
d'area minima^ riferita alle sue linee di curvatura (ti, t;), si può porre (Voi. II, 
pag. 338): 

r, = é^\ r, = — e^^ 
dove 6 è una soluzione dell'equazione a derivate parziali 

Introducendo queste ipotesi particolari nelle formolo del paragrafo pre- 
cedente e formando l'effettiva condizione d'integrabilità delle (23), troviamo 
per le tre funzioni incognite f, r, <j il seguente sistema di equazioni : 



75-? — ^— = g® cot T sen 9 + e-^ cot a cos 9 

^^ + ^- = — e^ cot T cos o — 6'^ cot sen 9 

3 T « sen T n \ 

^— = e " sen 9 — r cos 9 ' 

d u sen a ^ ^ 

d T o sen T « 

^— = e^^ cos 9 — e^ sen 9 

d V sen e ' ^ 

d <7 A A sen o 

-— = e-^ sen 9 — r cos 9 

du ^ sen : ^ 

d <7 A A sen ' 

-— = e-^ cos 9 — e* sen 9. 

d V ^ sen t ^ 



(a) 



(b) 



(e) 
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Si osservi che queste ultime possono anche scriversi sotto la forma 

Jl a_^ _ 1 a t 1 8 e _ 1 a T 

sen ^7 d H sen t ? « sen n d v sen - d v 



(d) 



e dimostrano che : nelle congruenze in discorso è costante il rapporto 



t.-^ 



Ora, pel modo stosso come vennero dedotte le (e), le condizioni d'inte- 
grabilità per le (a), (b) sono identicamente soddisfatte, e quanto alla condi- 
zione d'integrabilità per le (e) risulta pure soddisfatta, come segue dal cal- 
colo diretto o dal considerare la loro forma equivalente (d). 

Abbiamo cos\ dimostrato : Qualunque superficie S d'area minima dello 
spazio ellittico appartiene^ come falda focale^ ad ck>^ congruenze conformi. 

Per definire una tale congruenza potremo dare ad arbitrio in un punto 
di S i valori di r, y, a, cioè geometricamente: 1.° la lunghezza r del seg- 
mento focale^ 2.^ Vorientazione di questo segmento nel piano tangente di Sy 
3 ^ ^angolo a dei due piani focali. 

Ma applichiamo ora le formolo (A), (B) del § 1 per riconoscere la na- 
tura della seconda falda focale S ; troviamo : 



sen^ - 



san* a ^ ^ 

D = l, D':r^O, Z)'-- — 1. (26) 

Queste formolo ci dicono: La seconda falda focale S della congruenza 

conforme è ancora una superficie d'area minima^ che corrisponde per linee 
di curvatura e per linee assintotiche alla primitiva S. 

Come si vede, sono queste le proprietà stesse delle congruenze di Thy- 
BAUT nello spazio euclideo. 



dk j 
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§ 11. 



Caso particolare notevole. 



Evvi un caso particolare di congruenze di Thtbaut nello spazio ellittico 
che vogliamo ora esaminare. Dall§ formolo generali del paragrafo precedente 
esso risulta supponendo a = ip r, il che riduce le (b) (e) coincidenti, ed as- 
sociandole alle (a) si ha un sistema completamente integrabile, che p. e. nel 
caso 0- = T si scrive : 



o — o- "^ cot T (e^ sen q + e-^ cos (p) 

^ "^ fl A 

o— = ^"* sen y — r cos y 
-— = e^^ cos 9 — e* sen ?• 



(27), 



(28) 



Essendo ? = ± r le (25) danno 



d «« =: g »» (e? ti» + rf»') 



r. .--- — e-"», r. = e-'\ 



e dimostrano che la seconda falda focale <S coincide di forma colla polare S 
dì S. Se indichiamo con Jl/, Jlf ilf' tre punti qualunque corrispondenti di 5, 
<S, S\ siccome il' disia da Jlf di un quadrante, il movimento che porta S' 

in S sarà uno scorrimento ortogonale^ cioè d'ampiezza - (cfr. § 6, 2^). 

Si può spiegare a priori questo risultato colla seguente osservazione geo- 
metrica generale. Consideriamo nello spazio ellittico una superficie qualunque S 
e la sua polare S\ e trasportiamo con uno scorrimento ortogonale qualsiasi S' 

in S, Essendo Jl/, Jf, M tre punti corrispondenti di S, S Sj dimostriamo: 
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La congruenza rettilinea M M ha per falde focali S, S e la distanza r 

dei fuochi 3/, M eguaglia Vangolo q dei piani focali. 

Per ciò osserviamo che le coordinate (x) dì M sono altresì le coordinate 
del piano tangente in M alla S\ come dualmente le coordinate ($) del piano 
tangente in M alla S coincidono colle coordinate di M'. Se facciamo uno 
scorrimento ortogonale, p. e. destrorso, coi parametri (Voi. I, pag. 445) : 

^ = 0, B, (7, D, 

per le coordinate (x) di 3/, e per quelle (0 del piano tangente in M alla S 
avremo 

/ Xo= -B^, — au -Dls, ' To=- — Bjr, — Cx, — Dx, 
\ ^, = B;% — DI, + C;,, \ (, = Bxo — Dx, + Cxs 

j :^, = C;o+ Z);. — B;3, j Ì, ^- C X, + D X, - B X^ 

. a:, = Z)$, — C;. + B?,, ^^,^ D x, - C x, + B x, 

e le identità che ne seguono 

llx = 0, ì~x = 

\lxx\=^\lU\ 

provano la proposizione enunciata. Osserviamo di più che : sopra *Sf, S si cor- 
rispondono linee di curvatura e linee assintotiche^ perchè ciò ha luogo nella 
corrispondenza fra la S e la sua polare S'. 

Ma supponiamo ora che la S sia ad area minima; allora anche la sua 
polare S' è ad area minima ed è rappresentata sopra S conformemente, onde 
risulta che la congruenza sopra considerata sarà in tal caso una congruenza 
di Thtbaut. è pure evidente geometricamente che avremo co* di queste con- 
gruenze speciali di Thybaut, aventi per una falda focale la superficie data S. 
Da queste considerazioni risulta altresì che, nota 6', l'integrale generale del 
sistema illimitatamente integrabile (27), (23) si ottiene senza alcuna quadratura. 
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§ 12. 



Relazione colle deformate del paraboloide. 

Nello spazio euclideo le congruenze di Thybaut si collegano ai teoremi 
di Guichard sulle deformate del paraboloide di rotazione nel modo seguente 
che dimostrai in una mia Nota nei Bendiconti dei Lincei {") (cf. Voi. II, 
pag. 334) : Le due superfìcie d^area minima coniugate in applicabilità delle 
falde focali di una congruenza di Thtbaut, convenientemente collocate nello 
spazio j sono le due superficie darea minima che il primo teorema di Guichard 
(Voi. 11^ pag. 100) associa ad una deformata del paraboloide di rotazione. 

I teoremi di Guichard sulle deformate delle quadriche di rotazione fu- 
rono poi da me estesi agli spazi di curvatura costante in due successive me- 
morie nei tomi IV e V (Serie 3.") di questi Annali, Ed ora dimostrerò ul- 
teriormente, servendomi di quei risultati, che le proprietà ora ricordate delle 
congruenze di Thtbaut si conservano nello spazio ellittico (ed iperbolico). 

Suppongasi di avere una congruenza di Thybaut nello spazio ellittico, 
definita dalle formole del § 10, e sia S' la coniugata in applicabilità (Voi. II, 
pag. 339) della S, sicché per la S' le linee (t/, v) sono assintotiche e si ha 

d s'« = e^^ (du^ + d v') ) 

Con una conveniente trasformazione, di quelle considerate nella prima 
delle Memorie sopra citate {Annali^ tom. IV), deduciamo dalla S' una nuova 

superficie ad area minima S' nel modo seguente. 

Prendasi una coppia ($, W) di soluzioni del sistema di equazioni a de- 
rivate parziali 

— K-r, e^^<P + ce^^ W \ 



. per la S\ 



d u* d ud u d V dv 

/l* =|^3Ì + |^|.* + o*_r ; (29) 

o uov dvonduov ' ^ ^ 

d V* dududvdv 



(*) Sulla teoria delle trasformazioni ddle superficie d'area minima, (Agosto, 1890.) 
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e 



^^^:=c-.e^, ^J^=e-^o^-- (30) 

du dv dv . du ^ 



«love e è una costante. La superficie d'area minima trasformata S' avrà per 
Teleniento lineare riferito alle assintotiche («, v) : 

ds'^e-'^-~Aàu' + df^y 

Per le formolo (25) del § 10 sarà provato che la S\ convenientemente 

scelta, sarà la coniugata in applicabilità della seconda falda focale S della 
congruenza di Thybaut se dimostriamo che, scelta la costante e in modo con- 
veniente, e presa opportunamente la coppia (*, W) di soluzioni delle (29), 
(30), (31), si può rendere 

4> sen T 

W sen <7 

Ponendo 

* =1^: X sen T, W=^ l sen a, (32 ) 

dalle (30) si trae 



d log). n cosex « cos T 

— A -- ^^ r — - cos y — e-^ - sen v j 
e u sen T * sen a ^ ( 

d log X fl cos <7 fi cos T \ 

-K -— = e^ sen 9 — ^-^ - — cos 9. 

V sen T ^ sen <7 ^ 



(33) 



Intanto dalle (a), (b), (e) § 10, che si suppongono soddisfatte, risulta che 
le equazioni simultanee (33) per la incognita X sono compatibili, e l ne ri- 
sulta quindi determinata con una quadratura, a meno di un fattore costante. 

Dalle (32), derivando, troviamo ora 

^ — = X «® (cos C7 — cos t) cos y, ^ — = X e^ (cos j — cos r) sen y, (34) 
indi per le (32) 



cos <y cos T 



2^ W sen o sen t 

Ma dalle (d) § 10 risulta subito che il secondo membro di questa for- 
mola è una costante; presa questa per valore di e, la (31) è adunque sod- 
disfatta. 



-*^ 



negli spazi di curvatura costante. 127 



Ed ora, derivando nuovamente le (34), si vede facilmente che *, TT, 
date dalle (32), soddisfano anche le (29). Così è provato quanto si voleva 
dimostrare. 



§ 13. 



Congruenze di Tuybaut nello spazio iperbolico. 

Indichiamo rapidamente i risultati analoghi pel caso iperbolico che si 
stabiliscono con processo affatto simile. Per una superficie d'area minima S di 
questo spazio riferito alle linee di curvatura si ha 

( ds^ = e^^{du^ + dv') 

* r^=^ ^'®, r, = — e»^, 



soddisfacendo airequazione 



dii^ ' dv' 



e'^ -1-^-=^ 



Una congruenza conforme di cui S sia una falda focale è definita dal 
sistema simultaneo 



^ '— ^- ^= e^ coth r sen 9 4- e"^ cot 7 cos 9 
H V ^ ^ 

^ 4- 7r"= — ^® coth T cos 9 — ^ ^ cot a sen > 

V V * 

8 T « senh t « 

^— = e-^ sen a - e® cos - j 

d u sen a ' ' f 

> 

a T fl senh T f. \ 

A— :=^e'^ cos 9 — e^ sen 9 

V sen «T ' ^ 

a <T « fl cos (y 

w- = ^"^^ sen 9 — e^ — =— - cos 9 

3 f# ^ senh t * 

a <7 n sen d 

-_ = e-^ cos e; — e^ — r— sen cp, 

a t? ' senh T ' ' 

e si osserverà anche qui che le ultime possono scriversi sotto la forma 

1 3^___l_2'jr 1 8(y_ 1 8t 

sen a 8 ?/ senh t 8 w sen <? 2 t? senh t 8 t; 



(a*) 



(b^) 



(e*) 



(d') 
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onde risulta che : in queste congruenze è costante il rapporto 



tgh 



tg 



Il sistema (a*), (b*), (e*) è illimitatamente integrabile a causa della equa- 



zione: ^— ^ 4- ^-^ =1 é^^ 4- e *^ cui soddisfa 6. 

tr v^ 



Per la seconda falda focale o, dalle (A*), (B*) § 2 abbiamo 



E=G = e ^^ o » 

sen- cj 



^^ = 



D = l, D =0y Z) =-1; 

si hanno quindi i medesimi risultati come per lo spazio ellittico. 

Dimostriamo in fine che anche nel caso attuale le due coniugate in ap* 

plicabilità S'j S' delle S, S sono fra di loro e con una deformata del para- 
boloide di rotazione nella relazione del teorema di Guichabd per lo spazio 
iperbolico. Dalla superficie d'area minima S' che riferita alle assintotiche (t/, v) 
ha l'elemento lineare 

ds' — e'^{du'-\-dv*) 
con 

D = D ^0, D =1 

si passa alla trasformata S (m. e.) secondo il teorema di Guichard nel modo 
seguente. Per l'elemento lineare di S riferita alle assintotiche (w, v) si ha 

d~s' = e^'^^{du^-\-dv'^U 



W 



essendo (<^, W) una coppia di soluzioni del sistema seguente di equazioni: 






aoaa> |_oa*_^^,,^^^^^,,,^ 



d u d u d V d V 



a a = — à— + 5- a— + ^ * — '^ 
duco V a u Cu V 



(29*) 



a^* 



d^ d-ì» , ao a* , 



dv 



>* e U u V ÓV I 
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|5^=.-|*. ^/=.-^-" (30*) 

OH V V OH 

indicando e una costante. 

Procedendo come al paragrafo precedente, basterà provare che, soddi- 
sfacendo 4>, r, (7 alle (a*), (b*), (c*^, si può scegliere la costante e e la coppia 
di soluzioni {*\\ W) del sistema superiore in guisa che risulti' 

<i» senh T 

W sen <7 
Posto 

♦ =:X8enhT, Fr:=X6ena, (32*) 



dalle (30'') si traggono in primo luogo le equazioni compatibili in X 

3 log X fl cos e a cosh T 

o =^ e^ — £-— coscp — e^^ seno j 

u senh t ^ sen i ^ f 



(33*) 



d log X a cos <7 fl cosh T \ 

- ^ - - = e^ — , — sen o — e-* cos 9, 

3 i? senh t * sen 'j ^' 

che danno X con una quadratura. Successivamente troviamo 

— = X e® (cos a — cosh t) cos 9, fj-'^^'^ ^^ (cos cr — oosh t) sen 9 (34*) 



e quindi 



-"ir„)+0ì-+""_.- 



cos (J cosh T 



2 * W^ sen <r senh t 



Il secondo membro, a canea delle (d*) è appunto una costante. Presa 
questa per la costante e, la (31*) è soddisfatta. E così, derivando le (34*), si 
prova che anche le (29*) sono verificate. 
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Le formole (E) valgono si nel caso ellittico che nell'iperbolico. La diffe- 
renza fra i due casi appare solo in ciò che, in virtù della formola di Liouville 
per la curvatura, le quantità A^ B date dalla (36) sono legate dall'identità 



- - 4- - - = lE (t sen w ( - — lì nel caso ellittico, 

dv cu ^ \f ) ' 



(37) 



e invece dall'altra 

dA 



^~ + o— = \/£^ G^ sen w I — + 1 j nel caso iperbolico. (37*) 

Aggiungiamo che per avere dalle (E) le forinole che valgono nello spazio 
euclideo basta sopprimere nei secondi membri per le derivate di >?, C i primi 
termini, contenenti x. 



§ 15. 



Formole relative alle congruenze. 



Abbiasi ora una congruenza rettilinea di cui sia S una delle falde focali 

e indichiamo la seconda con S. Per fissare le idee riferiamoci prima al caso 
ellittico e, adoperando le notazioni stesse del § 1, scriviamo le formole per 

la S sotto la forma (4), (5), cioè 



x = x cos T + (>7 cos y -f" C s^n (f) sen r 
1=1 cos <7 + (>7 sen 9 — C <*'0s 9) sen ^. 



(38) 
(39) 



Scrivendo le condizioni 



11 



r d X 

d u 



= 0, :s||^^o, 

' V 



avendo riguardo alle formole della tabella (E\ troviamo in primo luogo le 
formole seguenti : 



d V 



+ B^- 



s^'G cosly 



IW- 



COt (7 





cotr 
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Ed ora, derivando le (38), (39) osservando le (E) deduciamo le altre : 



| = _8enr[|^ + ,/Ssen(9+ }]]'C- 



— i — sen r cos 

P 



(^ + t) 



^ + 



+ I COS f cos T 

p 



[li + V 



E sen 



(^+ n 



+ 



sen T cot <3 sen y cos (a + "H" ) ( • 'J 



+ 



+ } sen f cosr [^-^ + ^E sen (? + -|) ] 



il. 

P 



sen T cot cr cos 9 cos U + -a" ) I • C 



d X 



= — sen T U- 



+ sjG sen ( ? — -^ j] X -f- 



6) 

2 



+ ^ — sen r cos 



(,-!)« + 



+ } cos ? cos T [^ + /(? Ben (y — |^ jj 



— - — sen T cot (7 sen y eoa 19 — "0 I [ ' "J "1" 



111 + 



+ j sen 9 cos r x — \- jG sen 



{,-ì)U 



4- sen T cot a cos y cos jy o 1 } ' ^ 



g^^ = V.É? sen a cos ^y + yj-^ — 



— sena 



o — h ^^ — sen 

OH p 



(' + t)J^ 



+ 



i- j sen ? cos a [|-;^ + ^^ sen (y + |-)]- 



^ A' sen (7 cot r cos op cos ( y + \) ) j • *? + 
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+ |-cos9 cosa [1^' + ^-f sen (9 + f)]- 



— ^lE sen 7 cot r sen ^ cosU + g- j • t 



(. 



OC - - I Oi\ 



l 



d^ \lG ( 

- sen a u — sen 9 

P V 



d V 
IG 



(ù 

2 



)] 



^ 

•» 



+ 



sen <f cosa [g- - — sen [<f - -)] - 



— y G sen a cot t cos ^f cos 



(-1)1 



-^ •>? + 



+ — cos 9 sen a 



do >Jg 
^ ^ — Ben 

.0 V p 



(-1)]- 



— \IG sen ^ cot t sen y cos 



(,-i)j.c. 



Servendoci delle formolo scritte e costruendo i coefficienti delle due forme 

quadratiche fondamentali per la superficie S, troviamo per le formolo ri- 
chieste : 



E = f 1^ + JE sen 



I , « \ V , E sen» T / . oì 



p sen*<7 

G sen 



^^[|l + ,lsen(, + ;^-)].[|i + ,^-sen(,-;-)]- 

08(?4-|)cos(y-|) 



V jB G^ sen* T 
p^ sen* (j 



Uè; 



G =|~ + ^'G sen (9 



Z) 



-77 sen a 

V ii cos 

^ sen T 



(»+!)] 






p sen G 






(F) 



(G) 



^ . fc* 
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\jE sen T / (0 \\d ^ sJg 



p seiKT 



•^(i+'M-, ('"'(■ -ì)] 



D.=,/f].?i->„(,+ |)[|:;+,«.e„(,-»)] + 



+ cosi© — „ K— + = — seni? H ) 






«■=v'«S^:-(»-|)[f; + s*-(v-|)] + 



, v''6r sena / o)\r2<T vG ^ "\1 i 

L'eguaglianza dei valori di D' dati dalle (G) segue anche dalle (40) 
formando la condizione d'integrabilità col tener conto dell'identità (37) e 
delle altre 

'J'=2JVÌ. --|-' = 2ÌVJ (411 

p8« (2) f ov (1) 

d\lE -27Ì 1 2 ) , >,-|l 2") > 

> (42) 

"a;r=v^! 2 ( + C0S"\/^' '■ 

La stessa cosa può dirsi implicitamente contenuta nel risultato al § 1, 
giacché le formolo attuali non sono che quelle già ivi stabilite, trasformate 
in coordinate assintotiche. 

« 

Notiamo ancora che dalle (F) segue l'altra 

Formole affatto simili a quelle ora stabilite pel caso ellittico valgono 
nell'iperbolico. Senza scriverle esplicitamente basta osservare che si deducono 
dalle precedenti cangiando dappertutto le funzioni circolari di.r nelle iper- 
boliche corrispondenti. 
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§ 16. 



Le congruenze W in generale. 



Supponiamo ora che la nostra congruenza sia tale che sulle due falde S^ ti 
8Ì corrispondano le linee assintotiche (sia una congruenza W). È perciò ne- 
cessario e sufficiente che si abbia insieme D = 0, D' =^ 0, ossia per le (G) 
che sussistano le due equazioni 

,- / (43) 

r.-T''°l' ~^)==~^'^b~ + ^^''°l''~ 2)J- 



Tenendo conto di queste, il valore di D dato dalle medie (G) diventa 



^ (44) 



s=:-:s-:h«-f»-v)l^-+v'"M^+iì]+ 

Se ora indichiamo con k la curvatura relativa della seconda falda S>, ab- 
biamo 



E G - F*' 



di qui, osservando la (44) e la (H), si deduce la formola 



♦ vsenT/ 



ovvero, essendo k ^=^ — ^^ la curvatura relativa della prima falda: 

, , /sen g\* . ... 

** = (s-en-.) • (^^) 

A questa formola, che vale per le congruenze W nello spazio ellittico, si 
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sostituisce naturalmente nello spazio iperbolico l'altra 

E chiaro che le formole ora ottenute danno l'estensione alle congruenze W 
degli spazi di curvatura costante del teorema di Ribaucour per lo spazio eu- 
clideo (Voi. II, pag, 58). 

Un'altra proprietà delle congruenze W dello spazio euclideo si estende 
alle attuali collegandole alla teoria delle deformazioni infinitesime col teorema : 

Affinchè una congruenza rettilinea sia una congruenza W è necessario 
e sufficiente che una falda focale sia suscettibile di una deformazione infi- 
nitesima nella quale ciascun punto della superficie si sposta nella direzione 
normale al piano tangente delValtra falda. 

Questo, che fu già dimostrato per altra via dal Fubini (*}, deduciamo dalle 
nostre formole nel modo seguente. Indicando con T una funzione incognita 
di 14, t; e con e una costante infinitesima, poniamo 

x=x + eTÌ (4G) 

e cerchiamo se è possibile determinare T in guisa che ne risulti identicamente 

ldx.d{T\)^0, (47) 

nel qual caso appunto le (46) daranno una superficie infinitamente vicina 
alla S ed applicabile sopra di essa. Servendoci delle formole generali § 15, 
troviamo che la (47) si traduce per la funzione incognita T nelle due equa- 
zioni : 

aiog(Tsenc) -, / , w\/cot<7 , ^^x \ , 

aiog(rseno) - / o>\/'cot5 _, \ V 

È dunque necessario e sufficiente che sia soddisfatta la condizione d'in- 
tegrabilità 

(*) Sitile deformazioni infinitesime delle sujìerficie negli spazi a curvatura costante, 
CRendiconti dei Lìncei, Marzo 1899.) 
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ora questa sviluppata conduce ad un'equazione lineare fra le derivate di t, a, 

e combinata coH'altra che risulta dall'eguagliare i valori di D nelle (C) dà 
un sistema equivalente alle (43), ciò che dimostra il teorema. 



§ 17. 



Congruenze W a falde focali d'egual curvatura. 

Veniamo ora all'oggetto proprio della nostra ricerca e supponiamo che 
nella nostra congruenza W le due falde focali abbiano egual curvatura e sia 
quindi 



0- 



Considerando ancora il caso ellittico, la formola (45) generalizzata di 
RiBAUOouR dà fra t, <7 la relazione finita 

sen* T = ^6* sen* a, (49 ) 

dopo di che le (43) si riducono semplicemente alle 

d f^ ^ dj^ de 1^ /Km 

du ^ d u d V p d V 

Bisogna adunque intanto che la funzione p dì u^ v sia tale da rendere 
compatibili questa equazioni (50) colla (49). Ma viceversa, se ciò accade e 
r, a sono scelte in guisa da soddisfare queste tre equazioni, le osservazioni 
fatte ai paragrafi precedenti dimostrano che basterà poi scegliere y in guisa 
da soddisfare le (40), che formeranno un sistema illimitatamente integrabile. 
Alla (49), senza alterare la generalità, possiamo sostituire l'altra 

sen r = psen a (51) 

intendendo che p, sen r, sen a siano positivi. Derivando questa rapporto ad 
w, V e combinando colle (50), possiamo a queste sostituire le equivalenti 

8t senr Slogp 3t senT Slogp 



du cos T — cos e du d V cos t -f- cos e dv 



(52) 
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Esprimendo in queste cosa per t dalle (51), non resterà altro che a scri- 
vere la condizione d'integrabilità 

_3_ / se n T 81ogp \ d_ ( sen t glogp \ ^ 

3t?\cosT — C0S5 du ) ? w\cosT -f cose ?v ) 

Questa assume dapprima la forma 

2 sen T cos g 8* log p 2 / sen t 8 log p 3 logp ^ - ^ 

cos* T — cos* <j 3 tt 8 1? cos* T — cos* <7 3 II 8 i? ' 

dove si è posto 

1 + sen* a — cos <r cos t 1 -f sen* e 4- cos <j cos t 

^ cos T — ; cos 1 cos T 4- cos <y 

Con facili riduzioni si ha 

rt sen* <T + sen* t 

tt =:r 2 cos a — ^ , 

*^ sen* (s — sen» t 

ossia per la (49) 

IX = 2 cos <j ----^^ ' 

^ 1 — p» 

Così la (53) diventa 

g* log p _ pM^JL glogp 81ogp 
d udv p* — 1 d u d V 

m 

o sotto altra forma 

g*p _ 2p 8^ gjf ^ 
du d V p* — 1 3 w 8 V 

Di questa troviamo subito l'integrale generale sotto la forma 



(54) 



^_ 9(u) + Hv) ,j^ 

P~ì + rf{u).^{v) ' ^"^^ 

essendo f {u)^ ^ {v) le due funzioni arbitrarie, l'una di u, l'altra di v. 

Così p ha necessariamente la forma (E)^ ma inversamente se questo ac- 
cade le equazioni simultanee (52) per r formano un sistema completamente 
integrabile e danno r con una costante arbitraria. 

Abbiamo eseguito i calcoli superiori pel caso ellittico. Nel caso iperbo- 

Annali di Mntemntì'naf Serie HI, tomo X. 10 



"O* 



•?»*4 • ■•« Hri.t *i,'fi.ftr-' 



<j* 



"T 



la» 



J - 



,^ •» -. • Vfci 



• A 



? . 1^ 



i« -f 
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se 8Ì pone Bj («)=[/, R^(v)=V e nella formola conseguente 

_ U+ V 

tenendo fissi U, V si fa crescere R all'infinito si ottiene appunto al limite la 
. formola dello spazio euclideo (1. e): 



§ 18. 



Trasformazioni delle superficie della classe (K;. 

Da ogni superficie S della classe (K) o (K*) se ne deducono ex' nuove 
come seconde falde focali delle e»' congruenze a falde focali d'egual curvatura cui 
appartiene, come prima falda, la S. Per ciò occorre prima integrare le equa- 
zioni (52) (52*) che dipendono unicamente dalla forma della funzione p, 
che si può ridurre evidentemente cangiando i parametri, w, i; ai tre tipi 

a) p=^ cost., b) p = w, c) p = -— " — ,6 = 



1+Mt? ' 1 -\- UV 

Integrate una volta per tutte queste equazioni, rimane da integrare le 
equazioni simultanee (40) o quelle che da queste si ottengono cangiando cot r 

in coth T. Prendendo per incognita tg— 9, esse hanno la forma di un'equa- 

Sé 

zione di Ricgati e basta la conoscenza di una soluzione particolare perchè 
l'applicazione successiva del metodo di trasformazione riesca con sole qua- 
drature. 

Si potrebbe poi perfezionare ulteriormente il metodo di trasformazione 
dimostrando che sussiste anche qui un teorema di ^permutabilità affatto ana- 
logo a quello che sussiste nello spazio euclideo (Voi. II, pag, 80), colla qual 
cosa vengono risparmiate le successive quadrature. 

Qui ci fermeremo soltanto a considerare due casi particolari di superficie 
della classe (K) (Iv*), corrispondenti ai tipi a) b) sopra distinti. 



in .'' ^i i '( { : v»i'/a .i'':kn, sUissi .li vVM^intM^c^ rtttilÌHee 



i».vo u . .fc i :j;i;*^i.w ^ i.r«>i*'i-:;aiJi ccBcsca ia L 0* 0, 0», in fine 

^.^ uu.; n.:....o... ^ o.r ^i:>;i i: . .a^t i:$ssi dt iirma pardcotare della conoide. 
l\i il >> , .:t;.\.i:..;i.\ s^ icv;Uv:v j^r ' ^^ituieiHO inear^ «fella superficie 

• • • { '^ ' i 



• ;: • 

v.v\Ik^*i^i '. '. '^ Iviiìu >6couùa 'òrma fotitianientaie iella conoide 
i ! * . ^) . - «ab) 



k« . • • 



« t 






57) 



: .^.:..^ ..cac ìci ^ivoaùo ^isituna* àopo o ^emernurn:! • - oo«., sono 



•2 i > 



L ' 



\\ 



■...•. ..IO U'i -:c»jiiù'* -;>tt«ua -a4;*iiiK' • '** -OM ■'.^ìM àaiiii 57 ospri- 



•i - 



1 ■ ! ■ 
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Analogamente nel caso iperbolico per la formola della conoide retta pos- 
siamo prendere : 

X. =.-. cosh u cosh V. x^ = cosh u senh v. \ 

(55*) 
.T, =r senh u cosh ? (v), x^ =-■ senh u sen y (v), ; 

da cui ricaviamo 

d 8* = du* + (cosh* u + y * senh* u) d t;', 



indi 



w 9' senhVsenh v > 9' senh u cosh v 

v/cosh« M + 9'* senh* u ^ \/cosh* 1* + 9'* senh* u 

y cosh u sen 9 ^ — cosh u cos 9 



v^cosh* u + 9'* senh* u y cosh* u + 9'* senh* u 



V'C0sh*M + 9'*^senh*w \/cosh* n -{- o^ senh* n 
cosh* u + 9* senh* u 

Le assintotiche del secondo sistema sono le 

Mi = 9' tgh* u = cost., 

ed esprimendo p pei parametri u, t; si ha 

, 1 

^* + Y 
= 1 — 9 

, 1 

o 

t 

che è appunto la forma (K*). 

Notevole in ambedue i casi è l'ipotesi 9' = cost., ove, essendo D' = 0, 
anche le u sono assintotiche e la superfìcie è ad area minima. Queste rigate 
ad area minima corrispondono all'elicoide rigata minima dello spazio euclideo 
e danno altresì un esempio delle superficie, considerate al paragrafo prece- 
dente, nelle quali le assintotiche u sono ciascuna a torsione costante. Soltanto 
nel caso ellittico, quando la costante 9' ha il valore particolare 9 =^ 1, questa 
torsione è la stessa per tutte le assintotiche m e si ha la particolare superficie 
di Clifford a curvatura nulla e ad area minima. 

Pisa, Agosto 11)0:ì. 



Sur quelques transformations d*une sèrie 

de puìssances. 



(Par Niels Nirlsen, à Copenhague.) 



§ 1. FOBMULES eÉN^BALES. 



8, 



^upposons pour un instant qua la variable x soit réelle et qua 0< a;< 1, 
puis mettons daus catte intégrale indéfinie 

J X\jl — X* 

X = sin y, où <f désigne un angle réel tal qua < y < -r- > une integration 
par parties dannerà immédiatement 

ir 1 

J= f[BÌU (f) . log tg ^ y "~ J /'^ (^^^ ?) . COB ? . log tgjfd(f, (/3) 

de sorte que nous aurons, à l'aide de la nouvelle transformati on tg—(f>=Zj 
pour notre intégrale catta autra expression 

•^=4rT?)'°8--2.|/o(^,).J^,.,.g..i.. w 

Supposons maintenant qua la fonction /'(a?) soit bolomorphe aux environs 
du point a:==:0 et qua la sèrie da puissances corraspondante ait son rayon 
de convargence égal à r, nous aurons catta autra sèrie de puissances 

T-^— = ao + «1 ^ + «t a:* + aa a;» H , | a: | < |o, (1) 

V 1 — x^ 

où p désigne le plus petit des daux nombras positifs 1 et r, ce qui donnera 
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ìAimédiatemeht 



J - ao log :r = ^ . a: + ^ . a:-' + j • i*^' + • • • • 1 ^ l< ^ (2) 

Cela pose, il est évident que la fonction /( _^ \ est holomorphe aussi 

aux environs du point z^=0, de sorte que nous aurons cette nouvelle sèrie 
de puissances 

/(iq^2) = «o + 6t^ + 6,^* + 6a^-^ + - •. \Z\<P, (Ibis) 

ce qui donnera 

Quant au rayon de convergence P, nous aurons à donner plus tard pour 
cette quantìté des limites supérieures et inférieures. 
Appliquons maintenant ici cette formule intégrale 

a;** log a; a « = — — - . log a: — ; — ^^777 » 
^ n + ì ^ (w + 1)» 

nous aurons, en vertu de (7), cette nouvelle formule 

J^ao\ogz=^j- 'z + j'z'+jz' + '', \z\<P. (2bis) 

Or, remarquons que les deux variables a; et sont liées par cette identité 

2z 



l + z^ 

lés formules (2) et (2 bis) donnent, en vertu d'un théorème fondamental de 
la théorie des fonctions analytiques, une identité de cette forme 

oìi K designo une constante arbitraire. Pour déterminer la valeur de cette 
constante raettons dans (i) z = Oy ce qui est permis, nous aurons X'=log2. 
Posons ensuite x au lieu de z, nous avons démontró ce théorème general : 

I. DéfinissonSj à Vaide de (1) et (Ibis), les deux groupes de coeffi- 
cients ùg et bsj nous auroìis cette identité: 
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formule qui nous dannerà le prolongement analytique de la sèrie de puis^ 
sunces figurant au second membre et étant convergente pour des valeurs stif-' 
fisamment petites de 1 x |. 

Considérons encore cette autre intégrale indéfinie 

Jx(l + X^') ^ ^ ^ 

la transformation x=^tg<f nous conduira, à l'aide d'une integration par parties, 
à cette nouvelle expression 

J. = ^ (tg <f) . log sin <f -J^(0 (tg f ) . 1ML2 d f, {i) 

d'où, en posant sin y = ^ : 



•'■ = *fe)'"«-J>'OTÌ^}-^''- 



(yi) 



Supposons ensuite que la fonction g (x) soit holomorphe aux environs du 
point a; = et que la sèrie de puissances correspondante ait son rayon de 
convergence égal à r, nous aurons ici ces deux autres séries de puissances : 



1 4-a;« 



^Co + C^X + CtX^ + CsX^ -i j \x\<p^ (4) 



^/v_^^J = fo + (ii'^ + ^««' + rf3^' + - •» l^KP,, (4bi8) 

où p désigne le plus petit des nombres positifs 1 et r, tandis que nous avons 
à donner bientót des limites supérieures et inférieures de Pi . 

Cela pose, nous aurons sans peine cet autre théorème general : 
IL DéfinissonSy à Vaide de {^) et {4t bis), les deux groupes de coef- 
ficients Cg et (/,, nous aurons cette identité : 



'^ cs l X y , . -, «^f ds . 

«3 ^ \vl — x^i <=i * 



(5) 



formule qui nous dannerà le prolongement analytique de la sèrie de puissances 
figurant au second membre et étant convergente pour des valeurs suffisam- 
ment petites de \x[. 

Supposons données les deux séries de puissances figurant aux seconds 
roembrés des formules (3) et (5), ou, ce qui vaut autant, les coefficients 6f 
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et dt , la détermìnation des a« et des b, deviendra très eompliquée, de sorte 
qu'il est très remarquable que la forme singulière que nous avons donnée aux 
formules susdites nous conduìra imraédìatement au but dans un nombre des 
cas intéressants. Or, avant d'étudier de tels cas particuliers, nous avons à 
déterminer les champs de convergence des séries de Burmann qui fìgurent aux 
prefciers meinbres de (3) et (5) et à donner des limites pour les deux rayons 
de convergence P et P,, si nous supposons données les fonctions f{x) et g {x). 



§ 2. Sur les champs de convergekce. 

Quant au cbamp de convergence de la sèrie de Burmann fìgurant au 
premier membre de la formule (3), remarquons que la fonction 

est bolomorphe dans tous les points du pian des z pour lesquels 

i 2z 



l + z 



2 



<»•; («) 



posons maintenaut 2 = | -j.- M? oh ^ et vi désignent les coordonnées rectangles 
du poìnt 0, l'inégalité (a) nous conduìra à cette autre 

(f« + ,y-2(|--l)|'-2(^^,- + l)>J* + l>0. 

Cela pose, considérons cette courbe C(r): 

{x* + ry — 2ao^^-2{a + 2)y^+l=0, a=~—l (6) 

on bien en coordonnées polaires 

p* — 2{a + 2 sin* 5) p^ + 1 = 0, (6 bis) 

nous verrons que C {r) est une courbe fermée qui a des points doubles dans 
les points circulaires à l'infini. 

Or, la condition (a) mentre clairement que F{z) est certainement bolo- 
morphe dans tous les points du pian des z que l'on peut obtenir en prenant 
corame point de départ z = et en suivant un chemin ferme qui a un nombre 
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pair de points d'intersection avec C{r), Nous désignons par ^${r) l'ensemble 
de tous ces points ; c'esl>à-dire que F (z) est certainement holomorphe dans 
la partie V (r) du pian des ^. Inversement, il est évident que F (z) a toujours 
un point singulier au moins situé sur la courbe C(r), ce qui montrera que 
le8 limites supérieures et inférieures de P seront précisément le plus grand 
et le plus petit rayon vecteur qui unit l'origine avec un point de C{r). 

Considérons maintenant l'équation (6 bis), il est évident que les valeurs 
maximums et minimums de p sont celles qui correspondent aux points d'inter- 
section de C{r) avec les axes de coordonnées. De plus, je dis que ces valeurs 
nous donnent aussi le maximum et le minimum absolus de p. 

En effet, cberchons sin 9 de (6 bis), la condition nécessaire et suffisante 
pour que l'angle $ soit réel deviendra 



0.<i»'-2(^-l)iO* + l<4pS 



ce qui donnera pour P ces deux limites 

limites qui coi'ncident pour r = <x>, c'est-à-dire a^= — 1, et dans ce cas seu- 

lement. 

Cela pose, nous avons démontré cette proposition generale : 

L'identité (3) nous donne le prolongement analy tigne à tout le domaine 

Vip) (p étant le rayon de convergence de fini dans (1)) de la sèrie de puis^ 

sances figurant au second memore de la formule susdite et dont le rayon de 

convergence doit satisfaire aux conditions (7). 

Quant au théorème II, considérons la fonction 



" <^> = ' te) 



nous trouvons ici cette courbe C, (r) : 

(a — 1 ) (a;« + y^y — 2 a (x' — y*) -\- a = 0, a = r*, (8) 

ou bien, en coordonnées polaires 

(a — l)p* — 2ap'cos2e + a=^0. (8 bis) 

Supposons r -^ 1, la courbe C, (r) est fermée et a des points doubles dans 
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les points circulaires à l'infini. Dans le cas particulier r = 1, au contraire, 

notre courbe deviendra une hyperbole équilatérale avec son axe égal ày - • 

Le mème procède que nous venons d'appliquer nous conduira ici à ces 
valeurs limites : 

P>\l~^ r = l. (9 bis) 

Désignons ensuite par i', (r) l'ensemble des points du pian dea z que l'on 
peni obtenir en partant de ^ = et en suivant un chemin ferme qui a un 
nombre pair de points d'intersection avec Ci(r), nous avons démontré cette 
autre proposition : 

La formule (5) nous donne le prolongement analytique à tout le do^ 
inaine -^i (p) (p étant le rayon de convergence défiìii dans (4)) de la sèrie de 
puissances figurant au second memore de la formule susdite et doni le rayon 
de convergence doit satisfaire aux conditions (9) et (9 bis). 



§ 3. Oénéràlisation d'une formule de M. Eaptetn. 

Corame premier exemple de la transformation indiquée dans le théorème I 
posons f{x)=:=^ 1, ce qui donnera 

1 1 1.3.5... (2 « — 1) ^, ^ 

p = l, ao = l, «»= -2^47677. (20" ' ^"^^=^' *' = ^' 

de sorte que la formule (3) donnera ici ce développement particulier 

I /Il ». »^~1.3.5...(2s — 1) 1 ( 2x y» .„^ 

log (1 + o;^) = 1^ - 2.4.6...(2s) ' 2l " [tT^^] ^^^^ 

valable dans le domaine '4?(1). Posons particulièrement a:^=l, ce qui est 
permis, nous aurons cette formule numérique 
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L'hypothèse correspondante g{x)=^l nous conduira, en vertu de (5), à 
une identité formelle. 

Pour obtenir des applications plus générales de nos deux théorèraes gé- 
néraux posons 

(are sin .^)" 



«=:30 



puis mettons 






(11) 



^, , (are sin x)^ 
nous aurons évidemment 

/"(d- ;ì) = ^ ■ <«■•-= '« -)"- 

de sorte que les coefficients correspondants a, et 6, se déterminent comme 
suit: 

a, = 0, s<n; an-,M = (n + 2^ + 1) . ^;+2.+i. ^^^^^^^^q j 

6, = 0, 5 < n; 6n+„ = 2^ . B;+2. . j^^^^^^ ^ q. i ^ ^ 

En second lieu mettons 

^ ^ ^ n! 

nous aurons 

z \ (are sin 2?)** 



^V 1 — «V w I 

ce qui donnera pour les coefficients e, et dg ces systèmes de valeurs : 

Cela pose, une application directe des deux théorèmes généraux donnera 
cette proposition intéressante : 

Définissons à Vaide des formules (12) et (12 bis) les coefficients A et J5, 
nous aurons ces deux formules singulieres: 

V " + ^'+^ . 5?+2»+' • ( = y -qh^ • x»+", (13 bis) 
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où P=P, = 1^ et oU les séries de Burmann sont convergentes dans les do- 
maines V{1) et Vt{l) respedivement. 

Posons particuHèrement dans (13)n = l, puis mettons 

nous aurons cette formule particulìère 

d'où en posant a; = l, cette relation numérique 

^00 (^1). a=co 2.4.6.. .(25) 1 ^ 

"^^ ,|{,(2s+l)'~ ^ Ìi3.5.7...(25 + 1) 25 + 1 ^^*°^^^ 

que j'ai démontrée directement (*) autrefois, tandis que la formule plus ge- 
nerale (14) est due à M. W. Kapteyn (**). 



§ 4. Généràlisation d'une formule d'Abel. 

On voit que la fonction ^(rc) figurant dans (14) est intimément liée avec 
cette fonction célèbre 

rf* rjQl /m3 -2J^ 

^«(^)=-iT + "27+ 3^+ 4r + ---' Ì^Ì<1, 

pour laquelle Leqendre (***), Abel (**♦*) et Schaeffers (*♦*♦*) ont démontr^ 
une suite de propriétés remarquables et de laquelle j'ai étudié récemment (**♦♦♦*) 
des généralisations très étendues. Or, il est intéressant, ce me semble, que 
notre théorèrae II nous permet de généraliser beaucoup une formule d'ABEL 
concernent la fonction L, (x). 



(*) Nyt Tidsskrift for Matematik^ t. 5 B, p. 24 ; 1894. 
(*♦) Nieuto Archief,.(2) t. 3, p. 225-229; 1897. 
(***) Exevcices de calcul difJerenUel et integrai, t. Il, p. 244. 
(*»**) (Eiivres complètes, t. II, p. 189-193. 
(*****) Journal de Creile, t. XXX. 
(******) Ce Journal, 3« sèrie, t. IX, p. 219-230 ; 1903. 



.■ f 
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En effet, désignons par (ù^ la somme de tous les i ^ j produits à p fac« 
teurs differente ohoisis parmi ces n nombres positife 



1 ' 2 3 n 



d'où particulièrement 



12 ' n n! 

tandis que nous posone en outre 

0)0=1. 

Cela pose, il est bien connu {*) que nous avons cette sèrie de puissances 

^^■(^Og{l-x))n = f^.X-^', \X\<Ì, (ce) 

et où n designo un positif entien 
Posons encoro 

nous aurons évidemment 

lì (X) = i=^ . Ji!2iilJIi^" rf , = (^)1 . jWLz£1L« rf,, (15 bis) 



où il faut admettre | a; | < 1 ; en particulier nous aurons de plus 

L,„(x) = L,ix). (16) 

Ponsons maintenant dans le théorème II 



^(x)=-i, .(iog(i + «»)y, 



nous aurons évidemment 



»(jr=5)='^l--<'««<'-^»"' 



tandis que la formule obtenue de (a) en y posant — x* au lieu de x 



(*) Voir, par exemple, Schlómilch : Compendium, i. II, p. 13. 
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donnera 

Or, applìquons ces identités évidentes 

1 



^'-^^ = — — • <+.i.i + «In-t-i } « > 1 > 



W« 



n + « 
nou8 auroDS, en verta de (a) et (/3): 

J. = (- l)n L,^, (_ X*) - ^— 1— . (log (1 + X^))n^-, (y) 

tandis quo (4 bis) donnera, en vertu de (a), pour notre intégrale Ji cette autre 
expressi on 

de sorte que la formule generale (5) nous conduira à cette identité intéres- 
sante 

d'où, en posant — a: au lieu de a:* : 

On voit que la formule (17) prolonge la fonction L,,n(iK*) dans tout le 
domaine ^i(l), tandis que (18) prolonge Li^n{ — i^) dans le demi-plan de- 
terminò par la condition JR (a:) > — — • Or, comme je viens de le démon- 

trer (*), la fonction Li,n (^) n'a dans toute l'éntendue du pian des x que 
ces deux points critiques x = l et a? = co. 

Posons dans (18) particulièrement n = l, nous retrouvons, en veftu 
de (16), une formule qui est due à Abbl (**). 

Oopenhague, le 18 novembre 1908. 



(*) Loc. cit., p. 221. 
(**) Loc. cit., p. 191. 



Le deformazioni tipiche 
dei corpi solidi elastici. 



(Di Michele Ggbbia, a Palermo.) 



MEMORIA II.' 



PREFAZIONE. 



I 



[Ja presente Memoria fa seguito a quella pubblicata con lo stesso tìtolo 
negli Annali di Matematica pura ed applicata (t. VII, 1902). Qui ini pro- 
pongo il problema di costruire le espressioni analitiche delle tre deformazioni 
tipiche per la forma più generale del potenziale d'elasticità. 

Comincio da un problema preparatorio, che consiste nella costruzione della 
deformazione provocata in un corpo elastico indefinito da una forza concen- 
trata in un punto, o, come dirò, della deformazione per sollecitazione elemen- 
tare. Questa deformazione costituisce l'ente analogo di ciò, che nella teoria 

delle funzioni potenziali è la funzione — ? dove r è la distanza di un punto 

variabile da un punto fisso. Basta supporre che la forza sollecitante sia ap- 
plicata all'origine delle coordinate, e che la sua direzione sia quella di uno 
degli assi coordinati ortogonali, mentre il suo valore sia l'unità. Così, asse- 
gnando successivamente alla forza le direzioni dei tre assi, viene a richiedersi 
la costruzione di tre terne di funzioni, ciascuna delle quali dia le componenti 
dello spostamento per la corrispondente direzione assiale della forza. Dimostro 
poi come la costruzione di queste nove funzioni dipenda dalla ricerca di una 
opportuna soluzione di un'equazione lineare a derivate parziali del 6." ordino, 
i coefficienti costanti della quale sono formati con quelli d'elasticità. 

Dò in seguito le espressioni analitiche delle tre deformazioni tipiche per 
mezzo delle anzidette nove funzioni, dimostrando come esse possiedano le pro- 
prietà, che nella precedente Memoria ho dimostrato esser caratteristicho por 
ciascuno dei tre tipi. 

Annali di Mulematica, Serie HI, tomo X. '2'2 
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Poi ritorno sul problema fondamentale di cercare la voluta soluzione della 
cennata equazione a derivate parziali del 6/* ordine, problema che risolvo com- 
pletam4^nte in un caso particolare, dopo aver mostrato come questo caso ne 
comprende tre molto importanti, cioè quello dei corpi isotropi, quello dei corpi 
con un asse d'elasticità e quello del mezzo elastico di Green. 

Infine applico i risultati precedenti ai corpi isotropi!*). 



(*) Giunsi ai risultati, che espongo nella presente Memoria negli anni dal 1892 al 95. 
Però lì tenni in serbo porche, desiderando esporre le mie idee nell'ordine in cui si erano 
svolte, mi prefìggeva di cominciare con la pubblicazione della procedente Memoria, pub- 
blicazione che circostanze varie mi fecero ritardare lino al 1902. Una conseguenza di 
i|uesto lungo indugio ò stata che mi ha in parte prevenuto il sig. Fredholm con una Me- 
moria pubblicata negli Ada mathematica di Stokholm del 1000 col titolo : Sur les èqua- 
lioìis déqìùlihre (Vun corpa solide èlastique. 

Il mio presente lavoro diflerisce da quello del sig. Fredholm nei seguenti punti es- 
senziali. Anch*egli comincia con lo studio di quella, che io chiamo deformazione per sol- 
lecitazione elementare, seguendo il concetto analitico anziché la rappresentazione mecca- 
nica, dalla quale io prendo le mosse, e scopre come me il ftitto che l'espressione analitica 
di questa deformazione dipende da una equazione lineare a derivate parziali del 6.** ordine, 
alla quale egli giunge per una via diversa da quella da me seguita. Egli ha sopra di me 
il vantaggio di aver trovato la soluzione utile più generale di questa equazione, mentre 
la mia, che qui espongo al § ILI, è soltanto speciale benché importante per le applicazioni, 
o benché le attinenze algebrico-geometriche le diano una fisonomìa caratteristica. In sé- 
guito il sig. pREDiioLM non si affaccia alla considerazione di quegli enti analoghi alle fun- 
zioni potenziali, che io chiamo deformazioni tipiche, ma procede direttamente, applicando 
il teorema di Hrtti, ad esprimere la deformazione di un corpo limitato per mezzo delle 
forze e della dt^formazione della superficie, il che costituisce invero lo scopo ùltimo delle 
comuni ricerche. Io aveva mirato da tempo a questo scopo, e ne aveva trovata la via 
enunciando la decomponibilità della deformazione di un corpo limitato e sottoposto a forze 
in tre tipiche, come attesta la mia pubblicazione : Pi^oposizioni fondamentali della statica 
dei corpi clastici (Rendic. del Circolo mat. di Palermo, t V, 1891, pag. 1320), dove si rac- 
i'hìudo lo schema della prima parto della mia Memoria del 1902. Per questa parte quindi, 
come per la dellnìzione meccanica dolio deformazioni tipiche, la priorità mi spetta completa. 

Son lieto di poter pulddicare in proposito la seguente lettera direttami dal chiaris- 
simo prof. V.vLRNTiNo Ckiiki'ti : 

" Rom»t 28 Maggio 190&. 

** Caro prof, Uehhia, 



^ n 



Apprendo (um piacere che Rlla si ò finalmente risoluta di pubblicare le sue impor- 
** tinti riropt'lio relativo allo tloforma/.ìoni tipiche in un mezzo elastico generale. Ricordo 
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§ 1. — Deformazione per sollecitazione elementare. 

1. Definizione. — Il punto di partenza per la costruzione delle espres- 
sioni analitiche delle tre deformazioni tipiche di un corpo elastico omogeneo 
indefinito conservativo della costituzione piìi generale, cioè con tutti i suoi 21 
coefficienti d'elasticità indipendenti, è la costruzione delle espressioni anali- 
tiche determinanti la deformazione prodotta nello stesso corpo da una forza 
finita concentrata in un punto. Questa noi chiameremo de fondazione per sol- 
lecitazione elementare^ o, meno esattamente ma più brevemente, deformazione 
elementare. 

Per semplicità supponghinmo che il punto d'applicazione della forza sia 
l'origine delle coordinate, e che la forza sia diretta secondo uno degli assi 
coordinati. Ottenuta questa deformazione, sarà poi facile costruire quella re^ 
lativa all'ipotesi che la forza, pur essendo applicata all'origine, abbia una di- 
rezione qualunque, applicando il teorema della sovrapposizione degli effetti. 
Poscia una traslazione degli assi ci permetterà di estendere le formolo all'i- 
potesi, che anche il punto d'applicazione della forza sia qualunque. 

Stabiliamo come nella precedente Memoria le seguenti notazioni abbre- 
viate. Detto n il potenziale d'elasticità cambiato di segno o^ come breve.nente 
vogliamo dire, il contropotenzialcj il quale è una funzione omogenea quadra- 
tica essenzialmente positiva delle sei componenti della deformazione, pon- 



u 

o 
u 



** sempre con piacere le comunicazioni che mi fece qui in Koma nell'estate del 1895 dei ri- 
^ sultati più notevoli da lei ottenuti e del metodo, che aveva seguito nelle sue indagini su 
** tale soggetto. Il lavoro si poteva riguardare già fin d'allora come compiuto e Un d'allora 
'* io ne avrei desiderata la pubblicazione. Gol ritardo la forma dell'esposizione avrà certo 
guadagnato, ma Ella n*ebbe danno essondo intanto venuta alla luce nel 1900 una Memoria 
del sig. Freduolm, dove si contiene buona parte delle conclusioni, alle quali Ella era giunto 
** tanti anni prima. Malgrado ciò la stampa del«suo lavoro tornerà sempre utile agli stu- 
**" diesi, sia per la diversitii del metodo di ricerca rispetto al metodo tenuto dal P^uedholm, 
** sia per una parto dei risultati, i quali conservano tutta la loro novità. 
** Con particolare alletto mi confermo 

" Suo 

" V. OjSRJlUTI. „ 
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gliiamo 

ce li e d\\ a cM ^^ 

d X d j\r d il e >Vy ' d z d >L-z * 

c 67 11 e; 6 M jT^ e; Il __ 

e X òf/x e II dyy e z d t/z ** ' 

r c^ii a 811 , d dw ^ , 

dxdzj ^ ó y d Zy ^ dzdzz ' 

^11 ?n ^ . aii ,, 

C.r, dsij 8./*j ' ' 

rll 811 a II _ 

r//.r àffy "^ ' dyz ^ ' 

8 II 8ii ^ 3 II 

fi'? tit! |>riino oBprossioiìi si riferiscono airìnterno del corpo e le tre ul- 
(iriM! all;i hua Htiperficio, per la quale a, /3, y designano i coseni direttori della 
n«>rmal« rivolta verfio Tinterno. Con queste notazioni le equazioni d'equilibrio 
i|rl r.orpo hi scrivono brevemente così : 

A : A' .0, .^)) i Y -0, ^ \ Z -0, 

l' I A 0, W t-3/ -0, :)i riV^ -0, 

ov<' A\ )\ / «ionotano lo componenti assiali riferite all'unità di volume delle 
Ui\/M \\\{i'\\ù iiirinlrrno del corpo ed //, A/, .V le componenti riferite all'unità 
.iiipiirli<iialu di'llo forzt^ applicate alla sua superficie (*). 

1"*) NhIIìì iifittMiiiiMito Moaiot'iu souo corse alcune inesattezze Ji segno, le quali però 
nuli inlliiNiiiMiu Miii riMiiltati (lolla medosiiua, o che il lettore può facilmente correggere da 
nti. ha l'inuinnit ((Uivi donotata con l\ o che qui denoto con n, non è il potenziale, conio 
a\ dhin al n." •*, ma i^ qucHti) col sagno cambiato, e come tale è essenzialmente positiva, 
M non ungali va «Minio noi citato luogo i^ dotto. Noirequazionc ricavata dal teorema del la* 
voro virliialo Hcritta a pag. i IT devo cambiarsi il segno deirultimo termine. Facendo uso 
dol po(oii/.ialo Odi proprio lèogno, v\>\\\k} potrebbe farsi, dovrebbero cambiarsi troppi sogni 
nidla prooodnnlo Mouioria, od appunto per<iò preferisco come il minor male di correggere 
qui iiitrodiiooiido l\Hpro»iaion»^ di contropotenziale, sebbene non sarebbe neccessaria in una 
riforma oomplorinisa dei duo laviwi. 
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Le tre ultime equazioni assicurano l'equilibrio degli elementi della su- 
]»erficie esterna, e quindi manifestano che P, 9)?, ?ì esprimono le componenti 
unitarie dell'azione, che spinge questa superficie provenendo dall'interno del 
corpo, verso cui è rivolta la normale. Esse possono anche riferirsi ad una 
superficie interna al corpo, scegliendone in modo fisso la faccia, da cui si 
spicca la normale di coseni direttori a, /3, /, ed allora bisogna porvi ai posti 
di L, M, N le componenti unitarie dell'azione, che spinge la faccia opposta 
provenendo da quella regione del corpo, che questa faccia guarda. Ne segue 
che allora P, 3)?, 9? significano le componenti unitarie dell'azione che la re- 
gione del corpo, verso cui è rivolta la normale esercita sulla superficie. 

Ciò richiamato, ripigliando il nostro problema, supponghiamo che il corpo 
sia sollecitato da una forza finita X applicata all'origine e diretta nel verso 
positivo dell'asse delle x. 

Pensiamo tracciate nel corpo due superficie chiuse e semplicemente con- 
nesse a, a' entrambe racchiudenti l'origine, e di cui la prima sia tutta in- 
terna alla seconda, e supponghiamo che per entrambe la normale di coseni 
direttori a, /3, y sia rivolta verso Tinterno. In tutto lo spazio, ed in partico- 
lare in quello, S, compreso fra queste due superficie, sono soddisfatte eviden- 
temente le equazioni 

.V^ 0, .^)^0, J-^0. (1) 

Ne segue che, denotando con P, 3)?, iV le componenti della pressione uni- 
taria sopra un t^lemcnto di o agenti dall'esterno verso l'interno e con P', 3)r, "ìV 
gli stessi elementi per q\ l'integrazione per parti ci dà 

[ }idS= -f Prfcr-i-f ?'d(7, etc, 
cioè 

[p(/(7 f P'rfa', j md'J .^r.^ W da', I ^)ld7=:^i ')l' d ^j' . (2) 

Siccome poi le duo superficie a, a' sono qualunque, purché racchiudenti 
l'origine, segue che gl'integrali 

I PrfcJ, j 9J?(/cr, {))ìd7 (3) 

relativi ad una superficie semplicemente connessa qualunque racchiudente l'o- 
rigine hanno tre rispettivi valori costanti. 
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Per determinare questi valori, consideriamo la porzione di corpo limitata 
da a e comprendente perciò il punto d'applicazione della forza. Le condizioni 
d'equilibrio di questa porzione relative alla traslazione danno 

{sìda-~-X, {mdo-Oy f:Vdcr--:-0. (4) 

Queste equazioni debbono esser soddisfatte per qualunque superficie rac- 
chiudente l'origine. Applicandole dapprima ad un sferetta con centro all'ori- 
gine e di raggio infinitesimo, la prima di esse ci manifesta che ? in prossi- 
mità dell'origine dev'essere infinita del 2." ordine : tali dunque debbono essere 
quivi le derivate prime delle componenti dello spostamento. Applicando poi 
le (4) alla sfera all'infinito, se ne conclude che le stesse derivate diventano 
all'infinito infinitesime del 2.'^ ordine. Da queste due proprietà si deduce, col 
metodo seguito al n.° 35 della precedente Memoria, che gli spostamenti stessi 
divengono all'origine infinite ed all'infinito infinitesime del l."* ordine. 

Il fatto che gli s{)Ostamenti diventino infiniti per un punto del corpo ap- 
parisce fisicamente paradossale, ma il paradosso svanisce se si pensa che, per 
poco che queste quantità oltrepassino certi limiti, ed anche estremamente pic- 
coli, le equazioni differenziali del problema perdono la loro applicabihtà, quindi, 
nel nostro caso, le funzioni che le sodisfano vanno riguardate come rappre- 
sentanti le componenti dello spostamento al di fuori di una sfera con centro 
airorigiue e di raggio abbastanza grande, mentre all'interno di questa sfera 
debbono riguardarsi come un semplice prolungamento analitico non più rap* 
presentante il fenomeno della deformazione elastica. 

In riassunto le componenti dello spostamento per la deformazione qui 
definita debbono avere le seguenti proprietà : 

1.*^ Queste tre funzioni debbono diventare infinite al punto d'applica- 
zione della forza e nulle all'infinito e del prim'ordine; e così pure le loro 
derivate prime, ma del second'ordine ; 

2.^ In tutto lo spazio, eccettuato al più il punto d'applicazione della 
forza debbono sodisfare le equazioni (1); 

3." Per qualunque superficie ^ chiusa e semplicemente connessa rac- 
chiudente il punto d'applicazione della forza debbono sodisfare le equazioni (4)« 

2. Seguendo ora un ordine inverso d'idee, enunciamo il seguente teo- 
rema, il quale porta la conseguenza che le proprietà sopra riconosciute per 
la deformazione elementare sono caratteristiche. 
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Tre funzioni u = ^j tJ=:>2, w^=i; reali per lutti i punti dello spazio 
sono necessariamente nulle quaììdo sodisfino le seyuenti condizioni: l." diven- 
tino infinite in un punto singolare e nulle all'infinito e del prim^ordine ; e 
così pure le loro derivate prime, ma del second'ordine; 2.^ sodisfino le equa- 
zioni (1) in tutto lo spazio, eccettuato al più il punto singolare; ^.^ per qua- 
lunque superficie a chiusa e semplicemente connessa racchiudente il punto sin- 
golare annullino i primi membri delle equazioni (4). 

Ci riserbiamo di dare in seguito la dimostrazione di questo teorema. In- 
tanto ne deduciamo che, costruite comunque tre funzioni, in cui si riconoscano 
lo proprietà, che in virtù di esso sono caratteristiche, noi possiamo interpretarle 
senza equìvoco come gli spostamenti provocati da una sollecitazione elementare. 

3. Forme simboliche delle equazioni generali dell'elasticità. — La prima 
forma simbolica delle equazioni indefinite fu data dal MATmEU (*). Noi faremo 
uso invece di un'altra forma, nella quale apparisce in evidenza la parte che 
vi ha il potenziale d'elasticità, e che può attribuirsi al Beltrami, perchè i 
tratti essenziali ne sono stabiliti nella nota di quésto grande analista : Sulla 
teoria generale delle onde jjiane (**), benché egli non abbia avuto proprio 
questo intendimento. 

Denotiamo, secondo la notazione del Kirchhofp, con 

le sei componenti della deformazione. Il contropotenziale II d'elasticità e una 
funzione quadratica omogenea a coefficienti costanti di questo sei quantità. 

7) 7) 7) 

Indichiamo con |, 37, f risp. i simboli d'operazione ^-5 ^- y >^ > onde le 
componenti della deformazione potranno esprimersi simbolicamente per 

ìjy ~ yj r, Za: -^^ S « + S tr, I (5) 

^Z -—^ ^0, Xy:^^lV -X-Yl U. ] 

Si ha quindi 

i^' -^ A l£ _L A ^ÌL 4- _Ì ^ = ^ iii _i- llL _i_ 2 li! . (G) 

""" d xd iìJj: dij dxi/ d zd xz ^ d xx ^ d Xy d Xz 

(*) E. MiVTiiiEU, Siir la dispersion de la lumière. Journal do Liou ville, 1800. 
(**) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. V. 
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Nelle (5) riguardiamo per un momento ;, )?, ^ come fattori, onde se ne ricava 

X.r dx,/ . dxz 



t — Q > >2 — -^ — j ^ — -5 — i 

CU cu cu 

0, sof^tituendo nolla (6), ne viene la prima delle tre eguaglianze simboliche 

\ — ^ > ,vi — 7; 9 ^ — • { i) 

OH C V W 

Ciò posto, siccome IT è una funzione omogenea quadratica della .r^,..- 
//,,... essa è pure una funzione omogenea di 2." grado, tanto delle 1/, r, ir, 
quanto delle ;, >?, $, e quindi si deduce dalle (7) che A\ 9), 3 sono funzioni 
omogenee simboliche di 1.^ grado delle 1/, r, to. Come tali, pel teorema di 
Eri.ERo, esse possono svilupparsi così : 



6? ir CUCV UC te 



I 
\ 



e V H C V' € V W ^ ' 

. ani , ani , ani 

cw e u àteo V tv* 

In queste i coefficieati di «, r, tr sono funzioni omogenee di 2.*^ grado 
delle sole ;, >?, $. Questi sviluppi sono indipendenti dal significato dei sim- 
1k)1ì ;, )?, ? epperò valgono anche quando torniamo a porre in loro vece i 

Q '^ O 

se<rni d'operazione ^ ? ^ ? o 5 ™a allora. \\ ?}), 3 tornano ad avere il loro 
' X y z^ ^ ' 

significato reale. Cosi le (8) costituiscono sviluppi di .V, 8), 3, ove son messo 
in evidenza le combinazioni delle operazioni differenziali, efficienti singolarmente 
sullo tre funzioni 1/, r, tr, le quali combinazioni sono date appunto dalle deri- 
vate parziali seconde delTespressione simbolica di n rispetto alle funzioni stesse. 
In seguito porremo per brevità 

tenendo presente che D^, --7),^, e quindi scriveremo le (8) così: 

X -- Z)„ « + !)„« f Di, w ^ 

.)) -■'- D,, « i />« V + A3 »p ■ (8)« 

,} - Ai« i Al f -I A3W. ' 
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4. Piissiamo alle eqiinzioni ai limiti. Per queste non mi è noto che 
sia stata mai data un'analoga forma simbolica, quindi csponjjo la seguente 
come nuova. 

L'espressione reale di 1' è 

eli . aii , . aii 



— 



« ■'' ^^-^ + ^-r7y 



ove a, /S, y denotano i coseni direttori della normale all'elemento superficiale, 
su cui 8Ì esercita la [>re<sione di componenti unitarie f, 3)?, ^W, rivolta dalla 
parte, da cui proviene questa pressione. 

Torniamo a considerare il contropotenziale n e ponglnamo 

ove r'ip,... y's^.^* sono sei nuovi simboli, a cui diamo i valori 

» 

t/y -iSr, Za: -yU +Of.K\ ? (11) 

Z' g r= y w\ X y ^^ OL V + /3 w'. 



ed n', r', 7r' sono tre simboli affatto qualunque. Dalla (10) si ricava 

dn dn' dw cxV d\\ d\V 



j r--- -— A — ;~ > 



b .ix d x\v d Xy d Xy d Xz B x' z 

onde repressione di ? può scrirersi 



(12) 



d7 -r 07 ^ «^ y x z 

Se qui facciamo in n' le sostituzioni (5^, (11) ed osserviamo che dalle (11) 
«i ricava 

J? j- ^ ^ wf y C ^ z 



a — ^ -ó — T * H ' .T . > 7 ^^ - 



CU cu e H 

risulta la prima delle eguaglianze simboliche seguenti 

? -^- 5~r » SW ---- ^-r ? 1>J — ^— r • 

Ora n' è una funzione omogenea lineare delle u\ v\ w\ e quindi le 
precedenti derivate parziali non contengono più queste variabili. Es>a h però 
una funzione lineare omogenea anche delle i/, r, ?r, e tali sono puro le sue 

Auiuili di MtdeiUfUit'd, S<M*if III. Umio X. 'SA 
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ilorivnie rispetto ad 1/ , r, tr . Si ha quindi pel tooreina di Eulkiio 



(■ H e n r V e u ir e n 



ì)f 



/ 



dm' ?Mr cni' ,^ 

e n e V ó V e V Cio e ' i 

^^ c'W' C'\V ani' ^ 

•^'i " - .X Q , H -]- ^ — ^ -, V -}- ^ — ^ -, ir. 
e uc te V w cw cw 

In queste i coefficienti simbolici di 1/, r, f(? sono funzioni lineari di «, 
,:, •/ da una parte e di |, >?, S dall'altra. Questi sviluppi valgono, qualunque 
sia il significato di questi tre ultimi simboli, epperò valgono benanche quando 

f /■' fj 

torniamo a dare ad essi il significato dei segni d'operazione ^ ? ^—9 ^ • 

° '^ ^ a X idi/ d z 

Allora essi rappresentano in forma simbolica i primi membri delle equazioni 
ai limiti. 

Noi porremo per brevità 






i 






a«ap ^*" dv(iv''~ •■' dwdv 

ani' _„ j!Jil_F ^'H' _F 

a »rg',r' — ^" ' aTy;? ~ ■^" ' a .* ai*' - "^''" ' 

e terremo presente che non è Er, ^^ Esr \ quindi scriveremo le precedenti 
equazioni simboliche cosi 

e —EnU + E,,V + EtiW 

m ~EuU-{- E,, V + Eu w > (13). 

-)l --- E„ « -I- E3, V T E33 fP. 

:>. Ricrtvinmo due altre formole, che ci serviranno. Si deduce dalla (IO) 
e per h- (11) 



'^ ■ i «^ 



Olì' gli . . Vìi . , eli . 

vii' dw , dw . [ oW , 

^M^ Of/r Cì/f/ Óìh ' 

;)n' ?\{ , c\\ , dn . 

C y <-■ Zj- ? Zi, c z^ 
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da cui 



c'i\' eli òn\' ^Mi' 8 II 



- j 



(X.C n e x.v e p r /r oy e v e yz 

c^ìì^ an^ ?«£' J^ n' _ a II 

(9 p a y' d yy d Y 3 u d ^ dw ~^ dzj.-^ 

a* ir an a* ir c^^ ir ajii 

a Y a f<?' a 2;j d x d v a p a u a-% 



e, da queste, 



\^ a a "^' "^ a p '^' ^ a" yJ ai*' ~ dx.. ^ "^ a a:^ "^ "^ a ,r. ^ 

a II a .f jt' , a^i^ a .^y , a u a ct-c a n 

a .r;» a ?* à .^'y a w a «r^ a t* du 

Abbiamo dunque le tre eguaglianze 



raa^" '^ap'^ ^dyìdn' ~dn 

a . . a \aii' an 



V'^a^. "'" '^ap'^ ^aYJ?V 



at; 

an_ 

aie? 



Derivando la prima rispetto ad w, o a r, o a w, ed osservando le (9), 
si ottengono le seguenti : 






('aa+''3> + ^/y)^"^^'^' 



ed uperandu analoganieiitc, oì ottiene in generale 

a ... a 

J 

ch'è la prima delle due eguaglianze che volevamo stabilire. La seconda si ri- 



(^À+'/p+«Ff)^-'=""> "■^■^ 



• ». • '* > • M 



li f- ■■''.' 



.»' 



■1 I 



•# * 
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airorigine infinite ed airinfinito infinitesime del second'ordine, allora le espres- 
sioni (19) di ;,, )?,, $,, in cui si ponga 2?^^|0, danno la soluzione del pro- 
blema, e questa in virtù del teorema del n.'^ 2 è Tunica possibile. Infatti esse 
rispondono naturalmente alle condizioni 1.** e 2/ enunciate al n." 1. Dimo- 
streremo subito che rispondono ben anche alla 3." condizione, cioè che sodi- 
sfano le equazioni (4), purché si moltiplichino per un'opportuna costante, il 
che non nuoce alle due condizioni precedenti. 

Cominciamo dalle due ultime di queste equazioni, e precisamente dalla 
seconda, mentre alla terza la dimostrazione si potrà estendere per analogia. 
In virtù delle (19) e delle (13)a si può scrivere simbolicamente 

En Al Al 

aJM;,, )ii, $0= ^^5 A. A. ;-. 

-É'Vl -Z/,3 A3 

Sviluppiamo la prima colonna con la Ibrmola (16) e la seconda con la 
(15), mentre lasceremo intatta la terza colonna. Ponghiamo ancora per 
brevità 

d Eti . d Eti j^ d Eli _ p 

óx ~^^'' ap """ '' dY^ ' 

D,,-^D,, D,,= D,, A3-- A, 

sicché il nostro determinante potrà scriversi 

^, « + A /3 f C, 7, .4, ; + A >? 4- a, ij A . 

Oi'H è noto che, se i determinanti di 3." ordine 

A, B, C, At B, Z), 

Ai B, C, , Ai B, Dt , etc. 

-4 3 X?3 C/3 Ai t>3 IJ3 

si indicano brevemente con {A BC^, {A B D), etc, si hanno le identità 

A.iBCD^ \- B.iCAD) r C,(ABD)^D,{ABCì 
A^iBC D) r B, (C A D) rC,{AB D) ^ D,iAB C) 
A, [B CD) \ B, iCAD)-]- C, (A BD)^D3(AB C). 



t I 



. - ' "^ ' ..^ ff^tr-w^rrifinr *^ii*':9 



»• 



» ' i-^ii u •iif?**»* 1 in-«- 1 ii*?*^*nì:nsiur»* o»in -«ri'vr^ 






' t' 



> 



^0- x^ 












' -9-' 



/;>r < 






i 

^ 0' 



\k 









t^ 



af 



#- 



y/.tf , r.lb, .iBl»> 



' f/;// c^rAh, '<fHf-h i ^l'^yy^ [ìCaD r.h'Jhy. 

^ >. < . . 






^*> e^tVit, ^\ ^y.ufoth*0 ^U'pv^ *ìiif>^:rfid^: ina •ìccowk!? quella ii*J iic>«iri 

Ct. ^'r/»r'// n\VA \fì%%uH ^'.t%Hìi7Ah%%^i >4f Tifit^grale primo membrA {irtiiiàerk 
V. vr /, f u*\ y\ \^hì^*M^it fU:\ u/ 2 «tara direrMi da zero. Xe sesut- rit^ 



/. 



'4/, ^ ,/r^^/<'. /h />» >ii oWtrrk Miia iiuora <$^/luziofie deirequazione 120 , 



/ i, ^ *■ 



II»/. 



V A' A' 



1 '!■*" . '',ù -'ff.uuh »>» |rnm« d'rll'? (1^;, H \Mi*Ah rÌH|ioiideraiiDo a turte ]* 
•^1 '''' ^ r, /,(f/- /h/' i>f u<h\\\/,Uìm ìM [iroblema di|ieiide dalla ricerca 

/ N'/' ',, ,n,tf ntìt'^^n S I, rioò consideriamo la deformaziuiie 

provociila .1.1 m ,» t../. ( M|»|iiif'Mlii HJi'orijfinc; e diretta nel sengo positivo 

^iel^a^^^«' drjlc ; i ';- i so m-MM» nWCiiìit «'Oli 



/* 



^/» 7 -»! 
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le componenti dello spostamento, che vi corrispondono, supponendo in esse 
eompenetrato il fattore 

Analogamente sì potranno determinare le funzioni 

che esprimono le componenti dello spostamento per la deformazione provoco fa 
da una forza -~ 1 applicato all'origine e diretta nel verso positivo dell'asse 
delle </, 0, rispettivamente, dell'asse delle z. L'equazione (20) e la stessa per 
tutte e tre queste terne di funzioni. 

8. Però è importante notare che anche la soluzione di questa equa- 
zione, che bisogna adottare per ottenere le tre serie di funzioni, ò la stessa. 
Per dimostrare ciò basta evidentemente dimostrare che, se J? =:=f è una so- 
luzione della (20j godente le sapute proprietà, e con questa si formano le tre 
terne di funzioni |, , . . . C, , il valore sopra denotato con Z è lo stesso per 
ciascuna terna, o in altri termini, che si ha 

I P(li, >7i, S.)rfa --..1 DM;,, >?,, ^,)d<J =r^\ ,^«(1,, >j3, t:,)dc. 

Infatti, per dimostrare l'eguaglianza dei due primi integrali, ricordiamo 
che sono simbolicamente 

f (;i, >?i, Ci) =^ Eii , Dtf , Ds? p, 3)? (;%, yjiy ?-) ^^ 2)i2 , E^ , D„ p. 

J^ì3 J '-^i3 s J^33 ■'-'13 , -/^M , /^33 

Trasformiamo queste espressioni mediante le (15), (16), ponendo per 
brevità 

oErs _ A ^ Ers j^ d Ers ^ 

d'x -■^••" Tr~ ' a7 ~ "' 



Gehhia: Ia ileforwn^ioHi iif^èclie 



'»•! orr#>nirh!nmf» 



\# • ^ 



• < 7 ?i ' 



■jy, 






-■l?-» />»?^ '-'i»^7 



Aita-r-Bii^ — Cayj 
A 3*0. — B^iZ — Ca*/, 



A, 
2). 



AlUira formiamo k difffTenza 



('(] onlinmmo la iliffiMeiiza dei due determinanti per Di, 7)^, D,. Falto il 
ralr^olo, fti vodrà die i termini in « ;, ;S >;, -/ ^ si distruggono, ed il coefficiente 
di />, , per e?«empio, può mettersi nella torma 

A ; a 

M r, /3 



\ 



ove A, M, N hanno j valori 



M^ 



./x 12 1 ^ a 



^ j:i 7 -^13 



^U 7 ^*3 



Da ci?) «'inferiHce che il termine in D, moltiplicato per p e sottoposto al 
Hcgno d'integrazione per 7, dà luogo ad un integrale di Stokes, il quale, per 
la ragione «opra cannata, è nullo. Alla stessa conclusione si perviene pei ter- 
mini in Di e /), , ed il teorema è dimostrato. 



9. Dal precedente teorema sorge evidentemente che si ha 



■* 
p 
•»•-' 



»7i> 



•5 3 



ti ) 



rix 



-il } 



(21) 



riof' die il (|iia(lro delle ;,,..., 'C, h siinnictrioo. 
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Noi porremo in seguito brevemente 

e (;.-, >7i, ?/) = ? (t), ^i (liy m, l.i) ^- aJJ (/), n iXi, rìi, Ki) = ^ì (0. (22) 

Notiamo ancora che per lo (21) si ha 

? (2) ^ m (1), P (3) ^ 9? (1), aw (3) = 9; (2), (23) 

sicché anche il quadro delle Sì (/), SD? (i), 9? (t) è simmetrico. 

Infine mettiamo insieme le seguenti eguaglianze già dimostrate: 

r {)(l)^cr = l, { l>(2)d(7 = 0, { f (3)rfa = 0, \ 

J o J n J a ì 

f aV(l)rfcr=-0, |9J?(2)rfa = l, \m{Z)do = 0, ] (24) 

hjf (1 ) (7 a — 0, i -)ì[2)da=0, m (3) rf <7 =^ 1, 

J «J J n J o 



§ II. — Espressioni analiticue delle deformazioni tipiche. 

10. Determinate le deformazioni per sollecitazione elementare assiale, sarà 
facile costruire lo formole, che danno le componenti dello spostamento per le 
tre deformazioni tipiche. Premettiamo, in riguardo alla deformazione per sol- 
lecitazione 'elementare che, se il centro di sollecitazione, invece di essere l'o- 
rigine, è il punto di coordinate x\ y\ z\ basta evidentemente porre nelle 
espressioni di f i , . . . Cs in luogo di cr, t/, z le differenze x — x\ y — y', 
z — z. Senza cambiare la notazione, noi supporremo in questo paragrafo di 
aver fatto queste sostituzioni. 

Deformazione dei 1,^ tipo. — Ogni elemento d S' dello spazio S occu- 
pato dai punti d'applicnzione delle forze è sollecitato da una forza di com- 
ponenti X'dS'j Y' dS'y Z' dS'. Pel teorema della sovrapposizione degli ef- 
fetti la prima componente produce una deformazione, per cui le componenti 
dello spostamento hanno le espressioni 

^i X' d S'j YiiX'dS', ìiiX'dS'j 
ed analogamente le altre due componenti provocano deformazioni di spo- 

Annali dì Matemnticay Serio IH, tomo X. !24 
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stamenti 

I, Fe/S', rì,Y dS\ K.Z'dS', 

^,Z' dS\ mZ' dS\ K.Z' dS'. 

Allora, pel predetto teorema, sommando gli spostamenti relativi a ciascun 
asse ed integrando le tre somme rispetto ad x\ y', z per tutto lo spazio S, 
si ha 

,/=|^(|,X' + |, r ^l,Z')dS' 

v = \ (n.X' + n, Y' + n, Z') d S' ) (25) 

w^-A (ì^,X' + K^Y' -\-ì;,Z')dS' 1 

esprimenti la deformazione del 1.^ tipo. 

11. 11 metodo precedente^ benché inspirato all'intuizione meccanica, 
non è fornito di tutto il rigore analitico desiderabile. Procederemo più rigo- 
rosamente dimostrando, che le espressioni precedenti di w, v, w possiedono tutte 
le proprietà, che nella precedente Memoria furono dimostrate caratteristiche 
per la deformazione del 1.^ tipo. 

Anzitutto, poiché le funzioni $i , . . . , $s diventano infinite del 1.° ordine 
e le loro derivate prime infinite del 2.° ordine per x = x\ y=y\ z=z^ 
mentre si comportano nel saputo modo all'infinito, è facile dimostrare che: 

1.° Le funzioni w, v, tv sono finite e continue in tutto lo spazio, sia 

interno che esterno alla regione S, ed all'infinito diventano nulle, del 1.^ ordine. 

2.^ Le loro derivate prime, e quindi le componenti della deformazione 

e della pressione, sono dappertutto finite e continue, ed all'infinito diventano 

nulle del 2.° ordine. 

Le dimostrazioni sarebbero analoghe a quelle, che si usano per dimo- 
strare le analoghe proprietà della funzione potenziale di un corpo, e noi le 
omettiamo. 

Resta a dimostrare che in tutto il campo di sollecitazione S si ha 

X (II, r, w) = — X, 3) (i/, r, w) = — F, 3 (w, r, w) = — Z^ (26) 

ed all'esterno di questo campo 

X (w, r, w) = 0, 3) ( w, ìk w) = 0, 3 (f/, V, w) = 0. (27) 
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Conveiighiamo di distinguere (in questo e nei successivi numeri) gli ele- 
menti degrintegrali con l'apice ' quando le variabili d'integrazione sono x\ 
y'j z e di lasciarli senz'apice quando sono r, y, z. La stessa distinzione ap- 
plichiamo ai segni d'operazione. 

Detta s la superficie, che limita il campo di sollecitazione, si ha 

• « 

( e (m, V, w)ds = —\ A' (M, v, xc) d S. (28) 

D'altra parte, osservando le (25), si ottiene facilmente 

i' («/, V, »p) <?s = I [X ? (1) + Y e' (2) + Z ? (3)] d 5', 

quindi, integrando per tutta s ed invertendo le integrazioni relative &, ds e 
d S'j si ha 

I e («, v,w)ds = ( X'dS'h{l)ds + ( TdS'h{2}ds + 

J 8 J S J 8 J S J 8 



+ j Z'dS'h{3)ds, 



ovvero, per le (24), 



rp(w, r, tv)ds= X' dS'. (29) 

J 8 S 



Confrontando le (28), (29), ed osservando che in quest'ultima può scri- 
versi ora XdS invece di X'dS\ si ottiene 

1 [X{Uj 17, to) + X]dS = 0. 

Ora questa equazione, dovendo sussistere evidentemente per qualunque parte, 
piccola quanto si voglia, di S, fornisce appunto la prima delle (26). 

D'altra parte, se si considera un punto (x, y, z) esterno al campo di 
sollecitazione, gl'integrali (25) racchiudendo funzioni sempre finite e continue 
nel campo d'integrazione insieme alle loro derivate prime, ne è lecita la doppia 
derivazione sotto il segno, e si ha 

X(u^ V, w}=:( [X'X {!)+¥' X (2) + Z'X{3)]dS\ 



]7(J Oelliu: Lt it'f'Qrmaz^oHi iJficit 



mpremoue lìuJla in rmù d*r.k *?'juaziw i 

Così è diiuostfata ia j>rima d-i]e ì27ì. 

12- Dinw$li'aziom del U/jrema enuncìaUt al n.* 2. — Oia «^iaaio in 
(jrado di dimostrare questo teorema Iiifatti. s^; e?ao non sos?:5i«95ie. 3e noT« 
funzioni ^^ , . , . , Jt non ^reW^ero UDÌToeameDi* d^^rminaie, ma tì si po- 
trebbero aggiungere ordioatamenfe ijove a-ire funzìoiii ^, \ ^'*' ^Socaie 

della proprietà di annullare i tre iutegraJi 

^ • •» 

Ma, «e cosi fo»*e, a!ie espressioni -25^ si aggiuneerebb^ro i termini 

J 8 



s 



Ora f/o, Vo, ^^0 sono nulli, perchè la deformazione del 1.^ tipo è deter- 
minata univocamente dalle funzioni A'^ , Y y Z', onde son nulli i tre integrali 
a (loKtra. Ma siccomo questo ragionamento varrebbe, per quanto piccolo fosse 
il campo di solh^citazione, segue che le quantità sotto i segni integrali sono 
nullo. Inoltn» anche lo funzioni X\ Y , Z possono assegnarsi arbitraria- 
mente; (juindi 6 neccHsario che le nove funzioni ;J^^ , . . . , ^3^'^ siano nulle, come 
si voleva dimostrare. 

13. Deformazione del 2.'' ti fio. - Ad ogni elemento rf^' della super- 
tìcio sollecitata, a, è applicata una forza di componenti Jj' do\ M d(j\ N' d's'. 
Queste tre forze producono tre deformazioni elementari assiali di spostamenti 
ris|»ottivi 

^, }f' d a'j yj'i M d "j'y 'C^ M' do\ 
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e, pel teorema di sovrapposizione, la deformazione risultante consiste negli 
spostamenti 

V = ( (yj, L + rìt M + yn N') d a, (30) 



w 



=y(Z.L' -\-K,M' -\-^,N-)da\ 



14. Non è difficile dimostrale con metodi analoghi a quelli, che si ado- 
perano per la funzione potenziale di una superficie, che le «/, v, w sono finite 
e continue in tutto lo spazio, ed all'infinito divengono nulle del 1.^ ordine ; 
che inoltre le loro derivate prime restano finite e continue, quando non si 
attraversa la superficie sollecitante, ed all'infinito divengono nulle del 2.° or- 
dine. Omettiamo qui queste dimostrazioni. 

D'altra parte per punti non giacenti sulla superficie sollecitata si ha 

.V(w, V, w) = Q, 9)(w, v, tr)=0, 3 («, v, ìv) = 0^ (31) 

come facilmente si dimostra con la doppia derivazione rispetto ad a;, y, ^ 
sotto il segno, la quale nella predetta ipotesi è lecita. 

Dimostriamo che, quando il punto (r, y, z) attraversa la superficie sol- 
lecitata, le derivate prime di w, v, %o subiscono discontinuità sodisfacenti le 
equazioni 

^ ? (w, V, tv) = — L, £> 1« («, r, to) =^ — iV, S> 3? (w, v,w) = — N, (32; 

Supponghiamo dapprima la superficie sollecitata a aperta, e pensiamo 
un'altra superficie 5 chiusa e semplicemente connessa, e tanto ampia da in- 
volgere completamerite a. Chiamando S lo spazio racchiuso da s, e pensan- 
dolo limitato da s e dalle due faccie di o-, si ha 

X (u^ v^io)dS:^ — -^l?(w, v, te) da -1 i^ («, t?, w)ds, 

J S J o J s 

e, poiché il i)rimo membro è nullo per le (31), 

I ?(w, v, w)ds=^ — ( J0'^{it, r, w)da. (33) 

Se la superficie o è chiusa, chiamiamo Si lo spazio in essa compreso; 



178 Gebbia: Le deformazioni tipiche 



pensiamo ancora una superficie chiusa e semplicemente connessa s tanto ampia, 
da involgerla completamente, e chiamiamo Sg lo spazio compreso fra a ed $. 
Nei due spazii Si^ Se sono rispettivamente soddisfatte le equazioni 

= 1 .V(w, i;, w)dS= — ì Pt(w, v, w)d(j 

.' Si . « 

= X («, t;, /r) rf S =: I ?g (ti, V, w») d (7 — l^ (n, r, j(?) ci 5, 

ove i>,-, Pe denotano le componenti secondo l'asse x della pressione che si 
esercita sulla faccia interna ed esterna di a rispettivamente. Sommando queste 
eguaglianze ed osservando che P; — 1'^ = -^?? si ricade nella (33), la quale 
perciò sussiste in tutti i casi. 

D'altra parte possiamo dare un'altra espressione al primo membro 
della (33) adoperando le (30), che danno 

p, (w, r, tv) =-j [L' ^(l)-\-M'U2) + N'^ (3)] d 7, 

ove le ? dentro l'integrale sono relative ad s] quindi, integrando per tutta s 
ed invertendo al secondo membro le integrazioni relative a rfs e da', si ha 

\ ^{u, V, tv)ds = ( Uda i ^{l)ds + ( ir dai ^{2)ds + 

J s J a' J 8 J a' J 8 

J a' J 8 

ovvero, per le (24), 

I P(M, v, w)ds = ì L di'. 

J s J a 

Ponendo nel secondo membro Lda invece di L'da\ il che non porta 
diversità, e confrontando questa equazione con la (33), si ottiene 

j[S ? (w, V, w) H - L]dcj=0. (34) 

Se ora consideriamo una porzione jq della superficie a, e supponghiamo 
agenti le sole forze L\ M'j N' ad essa applicate, ne risulta una deforma- 
zione di spostamenti Wq, Vo, ^^o, e, riferendo a questa la (34), avremo 

I [^ i' («0 , V, , MV) + L] d 7, = 0. 



dei corpi solidi elastici. 179 



Ora «0 = w — (« — Wo), etc.j e la deformazione di spostamenti u — Wo , 
V — v^j w — ìCo può riguardarsi come provocata dalle forze L\ M\ N' agenti 
nella rimanente porzione a — a© di a. Quest'ultima deformazione dà luogo a 
pressioni, per le quali P, 3)?, dì sono continue attraverso a©, perchè questa 
superficie non fa parte del campo di sollecitazione, e così 

^S? (w, v, «/;) ; 
dunque l'eguaglianza precedente può scriversi 



I [^l'(«) », w) + L] rf cr. = 0, 



la quale non è altro, che la (34) stessa, ove l'integrazione si limiti alla sola 
porzione do di a. Dunque questa equazione sussiste, non solo per l'intera su- 
perficie <7, ma per qualunque porzione di essa piccola quanto si voglia, op- 
però dovrà essere per ogni punto di a 

^ f (w, v, w)d(2 -\- L = Oj 
e così è dimostrata la prima delle (32). 

15. Deformazione del 3,^ tipo. — Ponghiamo per brevità 

^'{t) = 7:i, 5Ur(t) = x.-, dl'{i) = pi (i=l, 2, 3). (35) 

Le componenti dello spostamento per la deformazione del 3.^ tipo, per 
la quale m, v, w siano le discontinuità caratteristiche, hanno le espressioni 



\ 
1 



« = j (tti u + ^i ^^ -{- pt^) d d' 

v = \ (tt, M + xj t; + jo, m;) rf ^' > (36) 



Basterà provare che queste funzioni possiedono tutte le proprietà, che 
nella precedente Memoria furono dimostrate caratteristiche della deformazione 
del 3.° tipo. 

In quanto alle condizioni di continuità di queste funzioni e delle loro 
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derivate prime in tutti i punti non giacenti su a, come ancora al loro com- 
portamento all'infinito, omettiamo di imitare le dimostrazioni, che sogliono 
darsi per l'analoga funzione potenziale di un doppio strato. Riguardiamo pure 
come evidenti le proprietà 

K (w, V, tv) = 0, 3) (w, r, w) = 0, 3 (w, v, w) = 0, 

che valgono per tutti i punti non giacenti sulla superficie singolare. Verifi- 
chiamo piuttosto le proprietà relative allo discontinuità di queste funzioni e 
delle loro derivate prime attraverso la superficie singolare. 

16. Per un determinato punto m^ di g pensiamo condotta la normale 
positiva e su questa preso un altro punto m di coordinate (rr, y, z\ e ri- 
guardiamo m come un punto, di cui si considera lo spostamento, mentre ut» 
è uno dei punti (x\ y\ 0), a cui si estendono le integrazioni. Tracciamo 
su a una curva chiusa C circondante il punto Wo, e segniamo con oo la por- 
zione di a racchiusa da questa curva. L'integrale, che dà il valore di m, può 
scindersi in due: uno, t/o, esteso' a ao, l'altro, «i, esteso alla rimanente 
parte di a, sicché 

u = Uo -\- Ui . 

Ora t/i si mantiene evidentemente continua quando il punto m, muoven- 
dosi sulla normale, attraversa la superficie in mo, sicché la discontinuità, che 
allora subisce t/, si riduce a quella di u^. 

Ricordando le notazioni delle componenti della pressione X^,..., F^,... 
di KiRcnnoFF, osserviamo che 

-,=:X,(l)«' + .Yy(l)/3'+X,(l)-/, 

X. = r*(i)«' + ry(i)^ +r', (1)/, 

<]uindi, segnando con «o, /S,, y^ i coseni direttori della normale positiva in mo, 
l)088Ì!inio scrivere 

•;'■" \ (37) 

j[X-,(l)«-(- 7,(1) r-fZ'^(l).r] («■ — «„) + •••!(? ,7'. 1 



J 
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Ragioniamo separatamente su questi due integrali. Il primo può trasfor- 
marsi per le eguaglianze 

x'^(i)=— Xa,(i),...r,(i)=— r.(i),..., 

ove nei secondi membri le derivate delle |i , >?, , fi , invece che esser prese 
rispetto ad x\ y\ z (come indica l'apice '), s'intendono prese rispetto ad x^ 
y, 0, coordinate dal punto m. Così il primo integrale diventa 

Quando il punto w?, muovendosi sulla normale, si approssima indefinita- 
mente ad n?o , questa espressione ha per limite 

— r [? (1) M + a» (1)1) + i« (1) w]d(j' . 

Diamo un'altra espressione di questo limite. A tal uopo consideriamo la 
deformazione del 2.° tipo di spostamenti 

J «0 

^t = (>7i W + >?« «^ + >7s tv) d n\ 
J «a 

e per essa calcoliamo la componente ^ della pressione unitaria sulla faccia 
positiva di Co in n?,, . Essa è 

f («. , V, , «;.) = [? (1) M + ? (2) « H- ? (3) w] d o. 



Così, a cagione delle eguaglianze (^24), il limite in esame ha pure Te- 
spfessione 

Dunque la discontinuità che il primo integrale subisce, quando il punto m 

attraversa la superficie in tw^, è = — ^?(t/t, t?, , ?«??), cioè =^w. 

In quanto al secondo integrale (37), facciamo uso di un sistema parti- 
colare di assi coordinati con l'origine in Wq e l'asse delle z rivolto verso la 

Annali di Ai atematica , Serie III, tomo X. 25 
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normale positiva. on<Io avremo 

Ponendo inoltre per un punto qualunque di c7<, 

x — t eos 0^ y' = t sen 6^ 
sarà 

rf^ cos {zn) = tdtd6j 

ove n denota la direzione della normale positiva nel punto qualunque {x\ 
y'j z) di 7,.. 

Chiamando r la distanza fra questo punto qualunque ed il punto w, 
si ha 

r*' = r' + {z' — z)'. 
Ora stacchiamo dal nostro integrale la parte 

che con questo particolare riferimento diventa 

X «(1) Ma' rfa' 

e può anche scriversi 

r»r.r(l) X dtd^ 



".I 



COSlCM) t iZ — ZV 



Uiduciamo m in m»», o poi facciamo restringere indefinitamente la curva C. 
Quando quenta tN divenuta abbastanza stretta, cos(2rn) non è mai più nullo 
in 'y,, . Le (|uantit2\ r, ty z — z tontlono a zero in qualunque direzione, ma 

il rapporto * " tonile sempre ad un limite finito, [noltre, se la superficie ha 

oc 

una curvatura ordinaria in ///„, come supponghiamo, il rapporto — tende pure 

nd un limito finito in «jualunque direzione. Infine, per le proprietà delle fun- 
zioni ;i , ^1 , C , anche il prodotto r- X \e (1 ) tende ad un limite finito. Dunque 
la (juantità sottoposta al segno integrale si mnntiene sempre finita, ^però, 
d<»creacendo indefinitamente il campo d'integrazione, il limite dell'integrale è 
zero. 
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Alla stessa conclusione si arriva per le altre parti, che costituiscono il 
secondo integrale, sicché. questo non può dare discontinuità per t/o . 
In conclusione si ha 

come si voleva dimostrare. 

17. Dimostriamo adesso che le funzioni 

?(m, V, W)^ ^Ì (Hy Vy 10)^ l1i (w, V, IO) 

restano continue quando si passa dalla faccia positiva alla negativa di a. Co- 
minciamo dallo stabilire, con procedimento identico a quello seguito al n.^ 14, 
l'eguaglianza simile alla (33) 

I ? (w, 17, io)ds = ~^ £>^ (m, t?, w) d (7, (33)a 



«-' « . n 



che sussiste in entrambi i casi che a sia chiusa o aperta, e dove s è una su- 
perficie chiusa e connessa involgente ex, e l'operazione ^ si riferisce alla faccia 
interna di s. D'altra parte, adoperando le (36), si ottiene 

1 ^{u^Vyto)ds = \ ds\ [m e (-,, t:,, tt,) + t; ? ()t,, /.j, x,) + iu^ (p^^ p,^ p^)] d q' . 

J 8 J 8 J n 

Ma, osservando le (35) e sviluppando con le equazioni simboliche (13)a, 
si ricava 



^ (^1 ) ^* j "3) = 

:^ii(j&ii li+-É?i? >7i+^i3 Ci) + ^ it(Eii lt+-Su yìi+Eii C?) + ^ 13(^11 ^3 + Eii rìz-j-Eiz C3), 

dorè per l'ultimo passaggio si è fatto uso delle ^21); ovvero 

e (ti, , n,,7:,) = E,,^l) + E,, e (2) + £;„<? (3). 

Similmente : 

-Eii(E2iii-{-E 22y3i-{-E'tz^i)-\-Ei2 (E ii^i-^ E 2.rjì-{-E\'Xi)-\- E i:i {E uL-\- E ttrt^-\- E 92^2) 

'rE\l{Eu |l-|-JS^l2 rji-\-Ei3 ?l)+JE/ 22(Eii ^j-f-^i-» YJi-f-Eiz Ct ) + -^^ 23(^1 1 Is+^U )73 + ^'j3 Cs), 
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cioè- 

? (Hi , )c, , )C3) = E',, ? (i) + ^ „ p (2) -f £;^3, e (3). 

Si trova infine nel modo stesso 

? ^pi , Pf , Pa) = E\, P (1) + ^'3, ? (2) + J5;'33 ? (3). 

Sostituendo queste tre espressioni ed invertendo le integrazioni relative 
Si ds e d<j'y ottenghiamo 

ì ^ (Uj Vy w)d8 = 

= ( {uE\,+'iE'u+wE',,)da'( i\l)ds+{ {uE\,+vE'u+wE',,)d^'i ^2)ds 

J O J 8 

ma "questa espressione è nulla, perchè gl'integrali estesi ad s sono costanti in 
virtù delle (24), qualunque sia il punto (x\ y\ z) sempre interno ad s, quindi 
le operazioni di derivazione rispetto ad x ^ y\ z\ a cui sono sottoposti, danno 
per risultato zero. 
Si ha dunque 

P (w, v, tv) ds =^ 0. 



Così, confrontando con la (33)o , si trova 

J>f (n, V, w)d<j=0. 



J O 



Col metodo seguito in fine del n.^ 14 si può poi dedurre che questa egua* 
glianza sussiste pure per qualunque porzione di a piccola quanto si voglia. 
Dunque dovrà essere 

come si volea dimostrare. 
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§ III. — Espressioni analitiche per la deformazione elementare 

IN UN CASO particolare. 

18. Abbiamo veduto al n.^ 6 che la costruzione delle espressioni ana- 
litiche per la deformazione elementare dipende dalla ricerca di un'opportuna 
soluzione dell'equazione a derivate parziali del 6.® ordine linearò 

A, A, Aa I 

(D) = I A. A2 A3 ; i2 = 0, 

. A. At A3 I 

dove D,, = j—j D,2 = rr-^ ' • ' • > ^33 = tt— , 

e n è l'espressione simbolica, che si ottiene ponendo nel contropotenziale d'ela- 
sticità in luogo dì Xaij . . . y* j • . . le espressioni simboliche r^ = | m , . . . , 
y, 1:1= >j M7 -f <; 1; , . . , , di guisa che le A» ? non contenendo più le w, t?, w ma 

invece le sole L >;, C equivalenti alle operazioni differenziali >, j >,— > ^r- • 

^ '^ X y z 

sono simboli di operazioni differenziali con coefficienti costanti, i quali non 
sono altro che combinazioni dei coefficienti d'elasticità del corpo. 

Per giovarci dell'intuizione geometrica riguardiamo ausiliarmente $, >?, C 
come coordinate proiettive di un punto del piano, ed allora la (D) = sarà 
l'equazione di una curva piana del 6." ordine, che vogliamo chiamare la se- 
stica associata alla costituzione elastica del corpo. 

Qui procediamo alla ricerca della voluta soluzione dell'equazione a de- 
rivate parziali nel caso, in cui la sestica associata si spezza in tre coniche. 
Ma prima vogliamo mostrare come questo caso comprende tre forme impor- 
tanti del potenziale d'elasticità, cioè: 1.** il caso dei corpi isotropi; 2.^ quello 
dei corpi con un'asse d'elasticità; 3.^ quello del mezzo elastico immaginato 
da Green per ispiegare il fenomeno della doppia refrazione della luce. 

19. Corpi isotropi. — Adottando per le costanti d'isotropia la nota- 
zione di Green, diamo al contropotenziale la ferina 

n -=- (A -2B){Xa> + yy + ^.Y + 



+ 5 (^!: + y; + ^J + g t/1 + A ei + A 0-^ J 
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sicché, introducendo i simboli, 



4- Z)f |- <?« + >? «)' — 2 $ „ « v] + I ^ [(>j «; + Kvy + (C " + I wY]. 

Cosi si ottiene 

AV + Dy,* + Ei:' {A—D)^y, {B + E)U 

(Z))= (A — D)n^ DV+Ar,* + EK* {B+E)n<. 

\ {B + E)i:l {B^E)ì^n E(l* + y,')+C^ 

e, sviluppando per gli elementi dell'ultima orizzontale, si perviene al risultato 

(D) = [B?«-|-Z)(?'-i-<')][i'Cr«-f(.^C— 2BE— B»)?'(^'+':')+^4^(|'-f n')']. 
Ponendo dunque 

e chiamando /<:, //j le radici dell'equazione in h 

ECh* + (A C — 2BE — B*)h-\-AE = 0, 

l'equazione della sestica associata può scriversi 

quindi questa curva si spezza in tre coniche aventi un triangolo polare co- 
mune, a cui sono riferite. L'equazione a derivate parziali può scriversi 

d*R 



dz' 



'''^^)(l'^-*»^^)(?#-''^^^)=='' 



dove 



c^ . f* 



21. Mezzo elastico di Green. — Si ha (♦): 

+ a^ (yl— 4 yy z,) + J* (^i — 4 z, r^) + c-(x; — 4 x^yy) 



(*) KiRCHHOFF, Vorles. uber malh, Physik, Mathematisclie Optik, Leipzig, ISOl, pa- 
gina 198 e segg. 
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e, introducendo i sìmboli, 

2 n r:= a„ (I « + >, t> + C wf + a' [(>; fc + ? »)* — 4 >! ? t? w] 

+ b' [(? M + f »p)« — 4 ? ? u/ «] 4- e' [(I v"+ >; «)« — 4 ;" >: « »]. 

Da questa si ricava 

I flo $' + ft* ?' + c« >;' (a. — C) I ,; (ffo — 6*) a 

{a. — b'ì'i'i [a, — a') ? >; o,i' + a'r* + h' V \ 

Per isvìluppare questo determinante, converrà ridurlo ad elementi bi- 
nomii, di cui i primi termini siano quelli contenenti a<, , e poscia ordinare 
per le potenze di cfo • Così si vedrà che il solo coefficiente che non si an- 
nulla è quello della prima potenza di gTo) e si otterrà 

(D) = a, io' c« ^' + e' a- r,' + a* b' S«) (^' + n' + K^)\ 

Dunque l'equazione della sestica associata sarà 

{¥ e" i' + c« a' K* + a' fc« $«) (|2 + >j* + S»)' = 

e questa curva si decompone in una conica semplice ed una doppia (circolo di 

raggio \l — 1, so le coordinate sono cartesiane) eixtrambe riferite al triangolo 
polare comune. L'equazione a derivate parziali sarà 

ove A^ è il simbolo di Laplace. 

22. Per poter dare la soluzione del problema nel caso che le tre co- 
niche, in cui si scompone la sestica associata, siano affatto qualunque, occorre 
premettere alcune formole, che richiederebbero calcoli algebrici molto com- 
plicati ; ma noi li semplificheremo estremamente ricorrendo al calcolo simbo- 
lico delle forme ternarie. 

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione siinbolica 

«X = «1 = • • • = («1 ^1 + tìfs /e + «^3 X^f = 2 «iVi Xi Tk , 

K = i'I = • • • = (hi rr. + bi x, + b, x^f == y^ btk n Xk, 
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e richiamiamo pure in notazione simbolica le loro forme invariantive se- 
guenti 

al = {a a a'f «« =7= u*' = • == (a a w)* 

è* ^ a] r^ {a a b )• m» = i/;- = • . . = (a 5 ii^ 

a^ = h\ ^ (a b b'Y u} =-- ìì}}- =-... = (i i' u^. 

hj^^ibb'hy 

Segniamo con A^ l'operazione differenziale, che si ottiene da bl quando 
vi si pone ^i—ò — ,9 od applichiamo questa operazione alla funzione ^'», ove 

? = ni (38) 

ed in è un numero qualunque. Si ha 

a ui ^ 

^-^^-^ ^2m v^ -' . «,• aA + 4 m f m — 1) a'»-* 1/^ a/ W.' a'^ 

Hi Hh ' ' 

con la quale ultima, sì ottiene. 



Ora è noto (*; che 



2 
t/ir />* w«' />*' = b\ ul — — al u\ , 



(*) Si ha 
e d'altra parte 

(Wa ha' — ?/«' ^a)* -- \(u h) « «']*, 

e siccome 



ponendo a; ^= [u b)^ si ottiene 



|(U i) ««']« = 4 «'u^Jj 



eguagliando i due valori, viene 

Ila ha Uà' ba' "^ ^ J W* — "T- « J wj . 
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quindi viene 

Sh i ?'*'*) -- 2 m (2 in ~ 1) ?»'» 'K - .r m (m - 1 ) f'' -' //■ u] . (39) 

Poniamo in que^^ta h ^^ a^ cioè supponiamo che la forma bl sia identica 
alla a%. Allora 'si ha 

/>J ^ flf* , w; -:^ ni r-^ 7 , 

quindi si ottiene 

A* W) •-■= ^ ^ ^ ^'''^ * a' . 1 40 ) 



cioè 



3 1 

C'importano i due casi particolari della (39) relativi ad m == [y ^ m= - ? 

A*;'rs/?)-6;9fci-2^', (41) 

V? 

C'importa ancora il caso particolare della (40) per ui = > cioè (^*) 



AB-"- 



(43) 



23. Riprendiamo le (41), (42) ponendo ni posto di oj. la forma 

ove X è un parametro qualunque. Notiamo con Q il discriminante e con ^ il 
controvariante di questa forma, tenendone presenti gli sviluppi 

«p .rr-. ul -h 2 X m! + X* uy, 

Q^al , 3UÌ i 3X''al i À»7,';. ^ 



(*) Questa forinola è ben nota quando «p è posta nella forma canonicor, e si usa ne^Fa 
teoria della propagazione del calore nei mezzi anisotropi (v. E. Mathieu^ Théone du I^^ 
tentici, Paris, Gautier-Viliars, 1885). 
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Allora nelle (41), (42) bisogna porre: 
al poeto- di al : (?, 



Ti 



n b\: bi r'^>a} \-y*by=.~^ 



^ u\ : M? -r >. u-g 



9 dX 



e si ottiene 



che scriveremo definitivamente così : 

i, I* ,/»,==- 2 §.iLS^, (44) 

^.W*) = -|e;^;;^- .45, 

24. Siano ora tre forttie ai, 6^, cj^^, e seghiamo con A«, A^, A^ le 
operazioni, che rispettivamente se ne ottengono ponendovi ^i = r, — ■' I^'^'*^* 
parte consideriamo la forma 



(tl-'r '^^bl-^rixcl 



'\ ■• 



e denotiamo con F il suo controvariante e con P il suo discriminante. Pos- 
siamo evidentemente applicare a questa forma la (44) ponendovi 

ai posti di ^6, A , Q , 4> 

rispettivamente Ac, a, P, F, 



» ■ \ 



od otteniamo 



^^iF^IF)^-2P'--^-~.^ , 



1^ ^r^hhia: Ijt defw^azimi tifiche 



da cui, op«>ran^o mii doe membri eoa Jki* ». ricav» 



^ C'Ji P 



ed applicando nei ^cundo membri ia i-l5: con le analoghe sostituzioni, ri- 
sulta 

che scrireremo cobi : 

£ questa la formoia tbntiamencale^ a cui Tolevanio pervenire. 

25. Integriamo doppiamente i due membri di questa equazione rispetto 
a X fra i limiti O e V e rispetto a ;x fra i limhi O e M i>er valori reali e po- 
sitivi di queste Tariabili. Essando allora certamente lecita l'inversione del 
segno A^Ac con quello ii doppia integranone, si ha 

A,x £^rf>rf:x^ 

■ 

Ora^ facendo crescere indefinitamente A e M^ i tre primi termini del se- 
condo membro tendono a zero^ mentre il quarto termine tende ad -=. j dove 

. . . . ^'^ 

f denota, come al n.' 22 il controvariante ut. Si ha quindi 

Finalmente, applicando ai due membri di questa equazione l'operazione A» 
i'(\ avendo riguardo alla (43), si ottiene 



,,^^j-j-£ifda,^o. 
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Dunque la funzione 

("00 i'oo l/\ p 
J/-^r.,, (47, 

è una soluzione del Teijuaz ione a derivale parziali 

àa ab Ae = 0. • 

26. Per applicare il risultato precedente al problema che ci occupa, 
basta mettere ai posti delle m,, «*, «3 le coordinate x, t/, z e supporre che 
a% = Oj &i = 0, c% = siano le equazioni simboliche delle tre coniche, in 
cui si spezza la sestica associata. 

Per esser certi poi che questa soluzione sodisfa alle altre condizioni ri- 
chieste, bisogna dimostrare che le derivate quarte di p diventano all'origine 
infinite ed all'infinito infinitesime del 1.'^ ordine, e che le sue derivate quinte 
acquistano quivi analoghi valori del 2." ordine. Evidentemente basta dimo- 
strare siffatte proprietà per la funzione F\JF. A tal uopo occorre procedere 
a calcoli alquanto penosi, ed è preferibile svolgerli prima per F*^^ ove in sia 

un numero qualunque, al quale poscia si darà il valore — • Conviene inoltre 

tenere, come più comode, le notazioni Wi, m^, t/., invece delle x, y, z. 

Per poter notare compendiosamente i risultati di questi calcoli, (nei quali 
si terrà presente che F è del 2." grado nelle w, e quindi le sue derivate sono 
nulle dal 3.** ordine in poi), ponghiamo brevemente 

a, r= m (m - 1), a^ = m {m — 1) (m — 2) , . . . ai = m . . . (m -- 4), 

(J Hi ' Hi Uj '' 

Allora, se /, j\ A, A", l sono cinque numeri della terna 1, 2, 3, si ha 

+ a,F^^-'FiFiFKFH, 

^ -p-^*'? ;r ^ «•' ^^" ' il l'ii ^^hk Fi r ((3 F^^-^ >; Fij Fh Fk Fi + 

-\-a,F-^-^FiFjFHFHFi, 

doTe i gommatori si riferiscono a tutte le combinazioni possibili dello stesso 
tipo degl'indici. 
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Dimostreremo dunque che V integrale (47) è sempre reale. A tal uopo 
bisogna osservare che le tre coniche, in cui si spezzi la sestica associata pos- 
sono avere i coefficienti reali o anche complessi. La dimostrazione del teo- 
rema sarà diversa nei due casi. 

Se le tre forme (4, ft^, rj. hanno i coefficienti reali, tenghiamo presente 
che n è una forma quadratica essenzialmente positiva fra le sei variabili rar, 
?/y> ^^,... Xy. Facendovi le sostituzioni (5) del n.^ 3, essa diventa una forma 
quadratica essenzialmente positiva rispetto alle sei espressioni ; w, >? v, ?«?,..• 
Iv -T ri%i od anche rispetto alle due terne di variabili ;, >?, ?; t/, i\ ir. Dunque 
la forma quadratica fra le variabili w, v^ w 

2n^5— -fi-H ir 2^ ^ - vw -[- ' ' ' 

e H* C r w 

h essenzialmente positiva qualunque siano i valori dello variabili ^, >?, ?, che 
entrano nei suoi coefficienti. Ciò implica, com'è noto, le condizioni necessarie 
e sufficienti, che, con le notazioni introdotte al n." 3, possiamo scrivere così: 

A. A. 2).3 ' . ^ ^ 

D„ A. A. >0, n>^' At>0. [ (a) 

' L}^\ 'Aj -^33 

La prima di queste ineguaglianze ci dice che il primo membro (=: 0) 
dell'equazione della sestica associata è essenzialmente positivo, cioè che questa 
curva è immaginaria. Che cosa avviene quando esso si scompone in tre fat- 
tori quadratici aj, ij, ri? Per questo esame bisogna distinguere il caso che 
queste tre forme siano a coefficienti reali da quello che non lo siano. 

Nel primo caso è necessario evidentemente che tutte e tre questo forme 
siano essenzialmente positive, e quindi sarà pure tale la forma 

pei valori positivi di >., a. Ne segue che il controvariante F <li questa è pure 
una forma quadratica essenzialmente positiva per X, u positivi, perchè per 
essa sussistono le ineguaglianze analoghe alle (a), come può facilmente ve- 
rificarsi ricorrendo alle proprietà dei determinanti reciproci. Deriva da ciò 
ohe il differenziale 

è sempre reale per valori positivi di X, p, e quindi p è reale. 
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Fa^flnnrlo al H^condo ca.<4o, supponghiamo ehe la rorma del 6/ ordine si 
Hconiponflfa in tre forme quadratiche con coefficienti complessi. Allora occorre 
distinguere «e queste 8Ìano a loro Tolta irredatiibili o no. In generale, poiché 
la forma primitiva ha i coefficienti reali, è evidente che, se essa si scompone 
in un certo modo in fattori irrednttibili, si scomporrà pnre nei loro coniu- 
gati (intendendo per questi le espressioni, che se no ottengono cambiando i 
coefficienti nei loro coniugati). Siccome intanto la scomposizione non può 
avvenire che in un sol modo(^;, i fattori coniugati dovranno coincidere coi 
primitivi diversamente ordinati, onde segue che questi fattori saranno due a 
due coniugati e, se sono in numero dispari, ve ne sarà uno reale. 

Ciò premesso, sono possibili i seguenti casi : 

a) Se i fattori quadratici a* , òj, e^ sono tutti e tre irreduttibiliy uno 
di essi sarà reale e gli altri due complessi coniugati. Formando l'integrale p, 
assumiamo come a^. il fattore reale, sicché i*, fj. saranno coniugati. Allora 
alla forma 

«x + > 1 ^ì + f^i d 



ottenuta dando a >., a i valori positivi particolari /-=/.j, (x=rjjij, corrisponde 
come sua coniugata la forma 

a\ + pii *x + ^1 (t 

ottenuta con gli altri valori positivi particolari >v=:fx,, |x— -X, . Anche i 
controvarianti come pure i discriminanti di queste due forme saranno evi- 

F\F 

dentemente coniugati, e perciò ben pure le relative espressioni di —^r ' 

Dunque nel campo d'integrazione (ch'è quello di tutti i valori positivi di /, fi\ 
ad ogni punto ne corrisponde uno ed un solo, ove l'elemento dell'integrale 
j»rende il valore coniugato. Ne segue che p è reale. 

/;) Se fra le tre forme quadratiche ve n'è una sola riduttibile a due 
fattori lineari, questi da uiui parte e i due fattori quadratici irrednttibili dal- 
Taltra dovranno essere coniugati. Dunque il fattore quadratico riduttibile è 
reale, e la dimostrazione |)uò procedere come nel caso a\ 

r) Se fra le tre forme quadratiche ve ne sono due sole nduttibili. la 
terza, dovendo ossene coniugata di se stessa, sarà reale. I quattro, fattori lì- 



^*\ K. Nkiio. Vor^^'iitnijf,! f'^Ur Aly^'lra, § ^\'*. 
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neari, dovendo essere coniugati a coppie, il loro prodotto si può ridurre a 
due fattori quadratici reali. Dunque la decomposizione della sestica può anche 
farsi in tre fattori quadratici reali, e si ricade nel primo caso. 

d) Se infine i tre fattori quadratici sono tutti riduttibilij i sei fattori 
lineari sono due a due coniugati^ e, così accoppiandoli, si ottiene una scom- 
posizione della sestica in tre fattori quadratici reali, ricadendo pure nel primo 
caso. 

Così il teorema è dimostrato. 



§ IV. — Applicazione ai corpi isotropi. 

28. Abbiamo veduto che per questi corpi l'equazione della sestica as- 
sociata è 

Si ha quindi 

à!c = bl = c% =r. x\4-' ri + xìj 

e dobbiamo prendere il controvariante ed il discriminante della forma 

(1 + X + fx) (irì + a^ + 4). 
Essi sono: 

F = {l + \ + yiy{ul + uì + ul), 

D = (l+X + ,x)», 
e questi forniscono la soluzione dell'equazione a derivate parziali (D) = 0: 

3 8 



Jo Ji 



~ dXdfi. ,3 2 I .,av2 1 /.A I -.a I -.«\2 



{ul + uì+t4r =^(wì + «3+wD' . 



(l+X + j.)3^ ^ • ^ ' '' 2 

Tornando a scrivere x, y, z invece di t/i, t^s, u^ ed omettendo il fat- 



tore — 9 possiamo assumere 



P = r'j 



ove r denota la distanza fra il punto (Xj y^ z) e l'origine. 

Per ottenere le ^i, >:,, Ci) richiamiamo le espressioni delle Dn calcolate 
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al II." (19), culi queste otteniamo 
1 D„ !>» \ 

/)„ 0.. 
Dm I>„ 

1 D., I>„ 1 
' D,. I>3. 1 



^ B\A (V + »j* + «') — (^ — B) ;«] (I* + V + r) , 



— B(^-i?)?,j(?^« 4- »»• + «*), 



B (.1 — B) U «* + >j' + S'), 



da cui ponendo per |, q, {; i segni di derivazione, rammentando le egua- 
glianze 

e tralasciando il fattore comune 12 J?, otteniamo 

$i= — — U — -B)!-^' »j, = -(-4 — B)^^^, 
*' r òx* ^ ' X e y 



K. = -{A-B) 



c^ r 



ove 



d xdz 
Richiamiamo l'espressione 

^ ^ 5i j^ 3 Vii , d^ì 

8.C (^y ?« 



^ a^i 8v;i ^ oli dX,i m _drii dli 

dy dz oz dx ex óy 

ed a i3 7 sono i coseni direttori della normale n rivolta verso quella parte 
del corpo, da cui proviene la pressione che si considera. Riferiamo questa 
espressione di ? alla pressione, che si esercita sulla superficie della sfera a 
di raggio r con centro all'origine, proveniente dal suo interno, sicché per la 
normale n dobbiamo prendere — r, e per a, /3, y i valori 



X ^ V z 

/• r ' r 
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Abbiamo inoltre 

al al 

d- 

dn dr or ^ ' \d x^ r x^ y r x* d z r \ 

e, svolti i calcoli, viene 

= — ^ (.4 — B) — • 

dn r* ^ r^ 



Sostituendo, si ha 



e^l) = 2C(^-2B)lÌ + 2 5[^i±-? + (^-fi;^;]-2^B?^* = 






[b + Z{A-B)^] 



Dovendo integrare questa espressione per tutta la superficie della sfera, 
poniamo 

x = r sen 5 cos y , d 7 = r^ sen 6 dS d(f 
ed otteniamo 

e(l)(;cr = 2B I [B + 'òiA — B) sen' e cos'i] Ben 9 d'jd(f] 

J a J J 

quindi, per le eguaglianze 

sen ^ rf e (/ 9 = 4 77 , I sen' edS= -9 cos* 9 d 9 = r , 

Jojo Jo à Jo * 



viene 



f P(I)da = 25[4"B + 4(/l — B)7r] =87r45. 

Questo integrale dà il valore della forza sollecitante applicata all'origine 



200 G ebbi a: Le deformazioni tipiche dei corpi solidi elastici. 



e diretta nel senso positivo dell'asse delle x. Siccome yogliamo che questa 
forza sia l'unità, dobbiamo dividere le precedenti espressioni di l,^ >7i, ^« 
per 8r. A B e, ciò fatto, seguiteremo a denotarle con gli stessi segni. Le 
;«,... (, si possono ottenere per analogia. Così si perviene alle formole, che 
esprimono la deformazione elementare, cioè 

A j> ìdv a ^B d*r 



4 - JB 5, — y 


A — Bo*r 

2 A d X* * 


éitBy,t— ^ 


A — Bd*r 
2 A dv*' 



2A dzdx 
4 - 5 {;, = ^, éT: B^t= ér: Byji = — 



r 



2À dz^' ,..x..,— ..^.,.— 2^ dxdy 



Sostituendo questi valori nelle formolo generali per le tre deformazioni 
tipiche qui date al § 11, sì giunge alle stesse espressioni per le deformazioni 
tipiche dei corpi isotropi, che abbiamo ottenuto con altro metodo nella Parte 
terza della precedente Memoria. 



Palermo, Agosto 1901^. 



Mómoire sur les congruences linéaires 

aux difFérences finies. 



(Par Alp QvldbekQj' à Christiania.) 



D 



ans un mómoire important (f) M. S. Pinchkri^e a exposé Ifis bases 
d*une théorie des formes linéaires aux différences finies toute analogue à la 
théorie des formes algébriques. 

Nous nous proposons dans la présente coni mimica tion de donner un petit 
8upplément aux résultats de M. Pincherle en établisant des bases d*une théorie 
des congruences linéaires aux différences finies tonte analogue à la théorie 
des congruences algébriques. 

Dans un [)remier chapitre nous montrons d'abord qu'une forme finéaire 
aux différences finies à coefficients entiers suivant un modulo premier est 
Bubie aux mèmes lois qu'un nombre entier. 

En particulier il existe pour les formes linéaires aux différences finies, 
suivant un modulo premier, un algorithme tout à fait analogue h l'algorithme 
d*EucLiDE pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres 
donnés. 

Dans le sccond chapitre, noìis définissons ce qu'on comprend par une 
congruence linéaire aux différences finies, suivant un doublé modulo; de cotte 
définition découlo immédiatement les proposltions les plus élémentaires d'une 
telle congruence. 

' ; Puis nous introduissons les nòtions d'un a system è compi et de restes « 
suivant un doublé modulo et de la a solution ^ d'une congruence linéaire aux 
différences finies du n*^^^ degré et nous finissons par donner une généralisa- 
tion du théorème de Fermat. 



{*) Memorie della R. Accademia dello Scienze di Bologna, S. V, t. V, p, 87, 



•- < 
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CHAPITRE I. 

I. Soit donnée la forme linéaire aux différences finies à coefficients 
entiers 

En écrivant avec Casorati (*) symboliquement Bjfof pour y«+i, 6^ j/a pour 
t/af^t etc, nous pouvons écrire la forme linéaire Fj/a, sous la forme 

Fy^ = [an 6'' + On-, ^'•-* + • • + «i « + «o) y^ = Ì.- «i 5*>* . 

Nous coraprenons avec M. Pikcherle par le prodiut de deux formes 11- 
néaires Fya= y^i ai fi* y-» et G ya = ]^i bi 6» y„ une nouvelle forme linéaire 

u U 

Ilygo définit par l'équation : 



n m n m 

Fy„.Gy» = 2\ a,- fi'" y* . v,. fc,. 5» y, = v^ a^ c< . 2< ^f fi*' y» = Hy». 

U U 

Nous aurons de plus 

an 6** + Un-i fi''^-* H h «I ^ + «0 = «n (fi — »»,) (fi — Ws) . . . (fi — *Wn), 

ou les m sont les n racines^ de Téquation algébrique 

fnn + ?!Llf ^n-i + 22Z!^n-« + . . . + «1 ^ + ?^ = 0. 

IL Gonsìdérons une forme linéaire à coefficients entiers 

Fym = ^iaie^y^ 



eì examinons les propriétés d'une telle forme linéaire suivant un module pre< 
mier p, 

Nous disons que deux formes linéaires 

M m 

Fy„='^iaiQ^y„ et Gy^ = ^ bi fi^y^r 





(*) Ann. di Malemalica, S. Il, T. IX, pag. 10. 
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Bont congrus suivant lo module preihier jj, lorsque dans la diflEérencb Fy^ — Gy^ 
tous les coeflBcients de y^y, ya^+i,... y«+.r {r étant le plus grand, des deux 
nombres n et m) sont divìsibleQ par p; c*est à dire lorsqu^on a 

r 
u 

• • • ' t * 

éqaation que nous exprimons par la formule 

Fyx = Gyt» (mod.p). 

De cette définition d'une congruence linéaire il s'ensuit que les proposi- 
tions de la théorie des congruences arithmétiques se retrouvent immédiatément. 
Si dans la forme linéaire Fy^ n est l'ordre de la valeur successive la plus 
haute, dont le coefficient On ne soit pas divisible par |), on dit que Fyai est 
de l'ordre n. 

D'après cette définition, deux formes linéaires, qui sont congrues suivant 
le module py ont le mème ordre, à supposer qu^elles ne sont pas congrues à 
zero suivant le module p. 

Soit f?i l'ordre de la forme linéaire Fy» et n^ l'ordre de la forme li- 
liéaire Gy^gj l'ordre du produit Fy». Gy^ sera Wi + Wg. Il suit de là que, 
si l'on a 

Fyof' Gya, = (mod.p) 
il faudra que 



Soit 



et 



On aura: 



Fy^^O (mod.p) j ou Gy^^^O (mod.p). 

Fym^Gyai = F,y„.G, y^ (mod. p) 

Fya,^F,y„=\aO (mod.p). 

Gy»=G,ya, (mod.p). 



V9 

III. Farmi le nombre infini de formes linéaires Fyaf = ^iai6^ ya, 

d'^ordre n, il y a un nombre fini de formes qui sont incongrus suivant le 
módùle p. Ce nombre se déduit par la remarque^ que les coefficients ^03 
«,,.•. Ow-i dans la forme Fya, [mod.p) passent par les p nombres 0, 1, 
2,... p — ' 1, le coefficient On senlement par les p — 1 nombres 1, 2,... p— 1. 
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Le nombre des formes linéaires d'ordre n incongrues suìvant ie módule |> est 

Si Ies trois formes linéaires J^y«, Gtfa,^ Ht/of satisfont à la congruence 

Fym=Gya». Hy^ (mod. p) 

nous disons que Ies formes Gy^c et Hy^ sont diviseurs ou facteurs^ suìvant 
le module ]}, de la forme Fy^j ou que la forme Fy^ est divisible^ suivant 
le modulo p, par Ies formes G y^t et H y^e . 

En particulier, on volt que toute forme Fy^ est divìsible par Ies p — l 
nombres ai, cij,... Op-^ d'un système complet de restes premiers avec p. Car 
on peut toujours trouver un nombre x tei que la congruence 

air = 1 (mod.p) • 

soit satisfait. On aura dono pour toute forme linéaire Fy^g 

Fyaf = aiX.Fya {mod,p\ 

Nous considérons Ies p — I nombres a,, a,,.. Op-i comme des unttéSm 
Entre un système des formes linéaires associées 

QiFya,^ QiFya^... Qp^iF yoB 

on appello principale la. forme, dans laquelle le coefficiént de la vallar suc- 
cessive la plus haute est congru à 1 suivant le modulo p. 

IV, L^analogie de Talgorithme d'EucLiDB pour trouv-er le plus grand 
commun diviseur de deux nombres donnés se retrouve Jacilement. 
Soient F^yaf et Fty^t deux formes linéaires d'oj^dre n et m: 



n m 



^«y* = -2<««^*y«5 Fiyj,= yibi$^ya,. 



Exécutons sur Ies polynomes F, et F^ Topération par laquelle oh de- 
termino le plus grand commun diviseur, en négligeant Ies termos mnltipliés 
par p et en ayant soin d'ajouter à chaque reste un polynome de la forme 
pGyx' Si Ton suppose, pour fixer Ies idées, que l'ordre de Ft'y^ ne soit 
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f>os inférieur à celui de F^y^f on aura cette suite de congruences 

F, y« = F\ ya, .F,ya, + F, y^ ^ 

F.ya,^ F\ya, . F^ya^ + F, ya, 

mod. p. 

Fr-, ya, = F'r-2 ya> . Fr^, y„ + Fr y, 

Fr^,ya,= F'r-,y^.Frya> 

La forme lineaire Fr y» est dono le plus grand coramun diviseur suivant 
le modulo p des deux formes linéaires Fi ygg et Ft y^ . En particulier, si le 
plus grand commun diviseur Fr y» de deux formes linéaires données Fi y^ 
et Ft yx est d'ordre zèro, nous disons que Fi y^ et Fz y^p sont premières Tune 
avec l'autre ou admettent point de diviseur commun. 

On démontrera facilement le théorème : 

Soient les deux formes linéaires F^ y^ et F^ y^ 'premier es Vune avec 
Vanire^ et soit Fy^^une forme lineaire quelconque^ la forme F y^ est dono 
divisible par totit commun diviseur du produit F^yaj.Fyx et Fty». 

Corollaire: Si les formes linéaires -Fi^a? et Fy^p n'admettent point de 
diviseur commun avec la forme Ftyxj le produit Fiyaf.Fyx n'admet pas 
non plus de diviseur commun avec la forme Fty^» 

V. Une forme lineaire Fy» sera dite irréductible suivant le modulo 
premier p, si elle n'est pas divisible, suivant ce module, par aucune forme 
lineaire d'un ordre inférieur au sien, excepté les unités. 

Théorème: Si une forme lineaire principale Fy»j non congrue à zero 
suivant le module p, n'est pas irréductible^ elle sera décomposable d'une seule 
manière en facteurs principaux irréductibles. 

La démonstration de ce théorème se fait immédiatement. 



CHAPITRE IL 

L Nous avons maintenant vu une forme lineaire Fy^ suivant un mo- 
dule premier p pour les propositions élémentaires sur les nombres entiers se 
retrouver complétement. Nous exposerons maintenant quelques propositions 
sur les congruences des formes linéaires suivant un doublé module. 

Annali di Matematica^ Serie IH, tomo X. 28 
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par une forme quelconque Fy^, première avec Oy^^ les produits obtenues 

Fy^g.F^yafj Fy». F.ya;^...^ Fy^.F^ny^^ (2) 

constituent de nouveau un system compiei de restes, suivant le doublé mo- 
dule Pj Gya,. 

En effet, si les p*^ formes (2) ne constituent pas un système complet de 
restes, suivant le doublé modulo, on aura: 

^ya? . Fi y„ = Fy„ . Fj y^^ (mod. p.Qyx) 
puisque Fy» et Oy^ n'admettent pas de diviseur commun, on aura: 

Fi y„ = Fj y» (mod. p.Qy») 

ce qui est impossible. 

IH. Soient -Fo y» ) F^y„^,..^ F^y^ des formes linéaires quelconques, 
et ne soit pas F^y^g divisible par Gy^ la formule 

Fn yx . [Fy^Y + ^n-. yo. [Fy^Y * + ••• + 

+ F,y„.Fy„-\^F,y„s{i (mod.p. Gy^;) 

s'appellerà une congruence du nM^ degré. On appello solutions de cotte con- 
gruence les diverses valeurs de Fy^e rendant le premier membro divisible par 
Gy» suivant le modulo p. De cotte definìtion suit immédiatement la propo- 
si tion : 

La congruence du premier degré 

^1 yx . Fy„ = Fo ya, (mod. p.Gy^) 
a toujours une solution, sì F^yg^ est premier avec Gyt,. 

IV. Théorème : Si Von designa par ^{Gy») le nombre des formes li- 
néaires premières avec G y» parmi un système complet de restes suivant le 
doublé module pj Gy»j on aura: 

f(Gj„)=j>.(l-i)(l-^)...(l-i) 

où n est Vordre de Gy»^ et Wi, Wg,..., nq sont les ordres des facteurs ir- 
réductibles principaux, suivant le module p^ de la forme G y^ , 
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Soient Fiyxj -f^ya?,.-- *^"S ^^^ diviseurs principaux, suivant le modole p, 
de la forme Gy^: 

Gyaf = F,ya:.Giy .a (mod, p), Gya; = *\ y^.Gtyx.^ (mod. p) . . . 

Les formes G^y^i Gty^ désignent donc aussi tous les diviseors princi- 
paux, suivant le module p, de la forme (ry^yj « est une unite. Divisons toute 
les p^ formes Fig^g^ qui constituent un système complet de restes, soivant le 
doublé module p, Gy^, en autant de groupes qu'il y a de diviseurs princi- 
paux de Gyx> Mettons maintenant toutes les formes Fiy^c^ qui avec Gyx 
admettent F^ y^c comme plus grand diviseur, suivant le module p, dans un 
groupe. Ce nombre des formes Fygo est évidemment <f{Giyx)- Mettons ana- 
logue dans un second groupe toutes les formes i^ya?, qui avec Gy» admet- 
tent Ftyx comme le plus grand commun diviseur. Ce nombre des formes 
F yx est y (G, yx)» En continuant ainsi on aura distribué toutes les formes Fy^g 
en groupes avec ^{Giyx) formes, dans chaque groupe, on aura donc 

l<f[Giyx)=f'. 

Soit Gyx congru suivant le module j) d'une forme Fy^ irréductible 
d'ordre n, on aura: 

mais 

On aura ainsi 

Soit maintenant la forme G y^ congru, suivant le module p, au produit 
de deux formes irréductibles : F^ yx . F^ ya, des ordres n^ et w, , on aura : 

D'après ce qui precède on a : 

?(i) + ?(i^.y^)=r' 

^ (^'. y.r) = r- — 1 • 

Il en résulte : 

En continuant ainsi, on aura le théorème cité. 
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V. Théorème: Soit Fy^ une forme linéaire^ première avec Gy^pj d'un 
système compiei de resteSj suivant le doublé module p . G y^^j on aura : 

F y^iou.) = y^ (mod. p . G y„). 

Si l'on met dans le produit Fy^^.F' y^ pour la forme F' y^ le8 (f{Gy^) 
formes: F^y^^ F, y^,..., F^^^gy^^y^ premières avec Gy^: d'un système com- 
plet de restes, suivant le doublé module p, Gy^, on aura de nouveau, (f{Gyj) 
formes, premières avec Gy^j d'un système complet de restes, suivant le doublé 
module p, G yjc . Nous aurons donc 

Fyjc.F\y^,^F,y^ 

Fya:'F\y^^F^ya: I . , n \ 

> mod. {p . G y^) 

F yx ' F\i^Gyr) Vx = F^Gy.) Vx 

ou les formes F\ y^^j F\ y^,..., F\^c,u.) y^. désignent les formes Fi y^^ F, yxvi 
Ft,i^Gy)^yxì niais dans un autre ordre. En posant le produit: Fi^^^ . Fjy^,..., 
^v\Gy»)yx = Pyxt ^^ ftura par la multiplication de cette suite de con- 
gruences : 

Fyi^oy,) py^ = py^ (niod. p.Gy^) 

puisque la forme Py^ est première avec Gy^,^ on aura: 

Fy^J<^y') = y,{moà.p.Gy:,). 

En particulier, si la forme G y^ est une forme irréductible d'ordre n, on 
aura : 

^yf"^ = ya7 (mod.p.Gy^) 

ce qui est la généralisation du théorème de Fermat. 

VI. Dans ce qui précède nous avons éssayé d'exposer quelques prò- 
positions d'une théorie des congruences linéaires aux différences finies. En 
s'appuyant sur ces remarques on pourra sans grand difficulté développer les 
analogies ultérieures qui existent entro la théorie des congruences linéaires 
aux diflférences finies et les théories des congruences algébriques et arithmó- 
tiques. 
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Sia 

yM -f p, y(«-0 -I \-p^y — 

un'equazione differenziale lineare d'ordine n che soddisfa alle condizioni del- 
Tenunciato, e siano a^ bj e ì tre punti critici, che supporremo tutti a distanza 
finita. 

Nel caso di 3 = il teorema è subito dimostrato, giacché, essendo 

w=-^. > possiamo cambiare nell'equazione data la funzione incognita pò- 

nendo 

y = {x — by {x — cy z. 

Si ottiene in tal modo un'equazione in z sempre a coefficienti razionali 
e per la quale e non è più punto critico. Quest'equazione, che possiede i due 
soli punti critici a, ò, è di quelle dette delI'HALPHEN, che non solo sono ri- 
ducibili, ma che si possono considerare come completamente integrabili (*). 

Supponendo dunque d differente da zero, consideriamo un punto a del 
piano che non sia singolare per l'equazione e un circolo C di centro a che 
non contenga nel suo interno alcun punto singolore dell'equazione. Essendo x 
un punto situato all'interno di C, si possono sempre determinare tre cammini 
chiusi Da^ Dbj De che abbiano principio e fine in Xy che all'infuori di x non 
abbiano alcun altro punto a comune e che contengano ciascuno nel proprio 
interno soltanto il punto critico indicato dal rispettivo indice. Variando x con 
continuità all'interno di (7, possiamo far variare con continuità i tre cammini 
Daj Dh-i De in modo che conservino tutte le proprietà ora enunciate. Per- 
correndo successivamente questi tre cammini a partire da x in modo che cia- 
scuno dei punti a, fc, e sì trovi sempre alla sinistra di chi percorre il rispet- 
tivo cammino, si viene ad eseguire un giro chiuso attorno a tutti i tre punti 
a, 6, e. 

Per l'enunciato del teorema possiamo sempre determinare un sistema 
di n integrali particolari distinti , ' definiti all' interno di C da sviluppi in 
serie secondo le potenze intere e crescenti di x — «, e tali che percorrendo 
colla variabile il cammino De nel senso indicato subiscano la sostitu- 



... 

(*) Vedi Jordan: Cours d*Analyse de t Ecole Polytechmque, Tome troisiòme, no- 
mò ro 170, Gauthier-Villars et Fils, Paris 1890. 
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£ 



K=! e 



-. . . 



l 1 

V • • • 



i e 



essendo e, i due costanti differenti da zero. 
Denotando con He TU due sostituzioni 

e ... / 1 ... \ 

„ .Oc...o/ „, \oi...o/ 

"^^ \' ' = 

• . . € , V ^ ... 1 



si ha 



K = H'''T. 



Per gli n integrali scelti nel modo ora indicato notiamo che, se Sh la 
sostituzione che essi subiscono percorrendo colla variabile il cammino Daj 
sarà S' = SS-*2-* jff quella che subiranno percorrendo il cammino Dtj es- 
sendo 2 una determinata sostituzione d'ordine n. Percorrendo successivamente 
colla variabile i tre cammini Day Dby Dcj ossia girando attorno ai tre punti 
critici a, 6, e, ogni integrale dell'equazione deve riprodursi. Perciò avremo 

S S' K=S1S-' 2-* HK=S2S-' 2-' T= 1 
e quindi 

da cui risulta che le due sostituzioni S e T S sono trasformate Tuna del- 
l'altra. 

Giunti a questo punto si può completare facilmente la dimostrazione del 
teorema ricorrendo al seguente lemma, di cui ho dato la dimostrazione in 
altro lavoro (*). 



(*) Vedi Sigiavi : Sopra una classe di equazioni differenziali lineari riducilnli. An- 
nali di Matematica, Serie II, Tomo XIX. 
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Essendo S una sostituzione lineare d'ordine n e T un'altra sostituzione 
d'ordine n ed espressa da 

/ 1 . . . 

\o l . . . ol 

ì r 

d . . . 1 j 

ove $ è una costante diversa da zero, se S e T S sono tì^as formate l'una del- 
Valtra^ qualunque ^potenza di S ha eguale a zero il termine della prima linea 
e delVultima colonna^ 

Da esso risulta infatti che, percorrendo colla variabile il cammino Da 
1% 2, 3,..., A,... volte, l'integrale y^ si trasforma in altre funzioni, che 
denoteremo con yn, i/i,, i/,3,..., y.;i,.- 5 ^^e sono anch'esse integrali dell'e- 
quazione e che possono eguagliarsi ad espressioni lineari a coefficienti co- 
stanti dei soli n — 1 integrali t/i, y,,..., yn-i- Perciò le infinite funzioni yi, 
yii) yi27*-«j non sono tutte fra loro linearmente indipendenti, ma di tali ve 
ne può essere soltanto un numero inferiore tutt'al più eguale ad n — 1. 
Siano ad esempio le prime w, cioè 1/1, yn, .., yim-i fra di loro linearmente 
indipendenti, essendo naturalmente m ^n — 1, e sia y,m esprimibile mediante 
la relazione lineare 

yim = ^1 yi + >2 yii + ^3 y^^^ 1- >^m yim-i , 

in cui le X sono costanti, delle quali la prima >i deve, come si può vedere 
facilmente, essere differente da zero. 

Denotando le funzioni y,, y^, y^g, .., yim-i rispettivamente con ^i, e», 
-2^3,.- -7 ^m e con /"^ij", l^iì^ì [^sj^,.-? l^m]^ ciò che esse divengono dopo 
che la variabile ha percorso il cammino Da^f abbiamo 

[Zi] = Zi j [ZfJ =2^3,..., [Zm-iJ -^^mj 
[^m? = ^1 ^i + >■» ;2^2 H + >^m ^m • 

Queste m relazioni, le quali ci fanno conoscere la sostituzione 

1 . . . \ 



\ 







000. 

Al A2 ''S • 







1 



^m 
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che subiscono gl'integrali 2:,, Zt^...^ Zm quando si percorre colla variabile il 
cammino /)«> ci permettono di determinare con operazioni algebriche un'e- 
spressione lineare t a coefficienti costanti delle funzioni z che si riproduca, 
all'infuori di un fattore costante k differente da zero, quando la variabile fa 
il giro Da* Una tale funzione /, che è pure un integrale dell'equazione, po- 
tendo come le z eguagliarsi ad un'espressione lineare a coefficienti costanti 

^^ y^i l/tj'*'} Vn-ii diviene — quando colla variabile si fa il giro De. Essa 

quindi dopo il giro Db deve trasformarsi in -^ > e ciò perchè deve riprodursi 

quando vengono percorsi successivamente i tre cammini D^, D^, De. 

t' 
La funzione 3 = è razionale e l'equazione di l." ordine y' + gf y = 

ammette per integrale la funzione i, che è pure integrale dell'equazione data, 
la quale è quindi riducibile. e. d. d. 

2. Le equazioni che soddisfano alle condizioni esposte nell'enunciato 
del teorema che abbiamo dimostrato possono considerarsi come completamente 
integrabili. Infatti esse ammettono sempre un integrale che può eguagliarsi 
ad una espressione della forma 

< = (a- — ay (x — b)' {x — cfQj 

nella quale p^ Oj 6 sono radici, la prima dell'equazione determinante relativa 
ad a , la seconda di quella relativa a ò e la terza di quella relativa a e e Q 
è una funzione razionale sempre finita e differente da zero nei punti a, 6, e. 
Dovendo poi l'integrale t riprodursi, all'infuori di fattori costanti che hanno 
per prodotto l'unità, quando x percorre Da^ Di,^ Dcy se ne conclude che 
p -\- Q -{- 9 deve essere un numero reale ed intero, e ciò anche perchè t è 
una funzione monoJroma nell'intorno del punto 00. Con questi dati si può 
giungere a forza di tentativi a determinare la funzione t 

Una volta noto l'integrale f, che, trasformandosi in — quando la varia- 

bile percorre il cammino De, può prendersi per uno degl'integrali y,, y«v> 
yn-ij Vi ad es., si faccia nell'equazione 



y 



= yi j M d X. 



Si ottiene in tal modo un'equazione d'ordine n — 1 in m, pure a coef- 
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dono delle proprietà esposte nell'enunciato del teorema possono considerarsi 
come completamente integrabili. 

3. Limitandoci alle sole equazioni dififerenziali lineari del 2.^ ordine a 
coefficienti razionali ed avente soltanto tre punti critici per gl'integrali, e 
considerando una di tali equazioni, per la quale supporremo che siano sod- 
disfatte le condizioni che si richiedono per il teorema, potremo determinare 
nelle vicinanze dei suoi punti critici a, ò, e tre sistemi d'integrali particolari 
distinti yio, y^a] yibj yth) yicj ytc ai quali corrispondano tre sostituzioni fon- 
damentali della forma 







€i di 
5 



Ci di ti di^ 



oppure dell'altra 




e 0' 
\ —'>e ej 



> 





de de' 



essendo nel 1.^ caso d,, d,, ^, , ^ e nel 2.^ rf, ^, X, o costanti determinate. 
Ma, se denotiamo con jOi, p,] ai, 7^] ^i, ^, le tre coppie di radici delle de- 
terminanti dei punti critici a^ bj e corrispondenti rispettivamente agl'integrali 
yiaj Via)"'} risulta dalla natura di queste sostituzioni che devono essere reali 
ed interi i numeri /)i + ^i + ^i, pt + <7t + ^t, ^i — ^t e anche gli altri due 
Pi — pty <^i — ^f quando le sostituzioni si presentano sotto la 2* forma. Basta 
però tener conto dei soli due numeri i&i + a» + ff,, 6^ — ffg, essendo del tutto 
indiflferente che si presenti per le sostituzioni o l'una o l'altra delle due forme, 
e risultando il numero jOt + <7f + ^2 reale ed intero assieme all'altro /Oi + <^i + ^1 
come conseguenza della proprietà generale delle equazioni differenziali lineari 
a coefficienti razionali di avere reale ed intera la somma di tutte le radici 
delle determinanti relative ai punti critici. 

Reciprocamente, se i due numeri pi + ^i + ^1, ffi — 6t sono reali ed in- 
teri, lo saranno pure gli altri due /o« + <?« + ^8? pi + ^i — {pz + ^t)» © si po^ 
tranne determinare nelle vicinanze dei punti a, 6, e tre sistemi d'integrali 
particolari distinti ai quali corrispondano sostituzioni come le precedenti, che 
esprimono appunto che l'equazione soddisfa alle condizioni del teorema. 
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Ma, tenendo conto anche di questi risultati, si può dimostrare più in ge- 
nerale che : 

La condizione necessaria e sufficiente^ affinchè un'equazione differenziale 
lineare del 2.^ ordine a coefficienti razionali ed avente soltanto tre punti cri- 
tici per gl'integrali sia riducibile, è che sia reale ed intera la somma di 
tre radici delle tre determinanti^ nella quale però non figurino le due radici 
di una stessa determinante. 

Denotando con a, ft, e i tre punti critici dell'equazione che si considera, 
supponiamo dapprima che essa sia riducibile, nel qual caso possiede, come 
si può vedere facilmente, un integrale della forma 

(X — af [x — by (x — cf Q^ 

essendo p, <7, 5 tre radici appartenenti rispettivamente alle tre determinanti 
relative ad a, ft, e e Q una funzione razionale finita e differente da zero 
nei tre punti a, è, e. Ma, dovendo quest'integrale essere monodromo nelle 
vicinanze del punto oo, sarà p + a + ff un numero reale ed intero, il che 
dimostra che la condizione è necessaria. 

Per dimostrare che è anche sufficiente, denotando con pi, p?; Ti, go\ 
fi,, 9t le tre coppie di radici delle tre determinanti relative ad a, i, e, sup- 
poniamo che, essendo reale ed intero il numero /si + cji + ^i ® quindi anche 
l'altro pt -|- C72 + 9tj non lo sia invece alcuno dei tre numeri p^ — p^, «^i =1-7,, 
6i — fi,, e ciò per non rientrare nel caso già considerato, per il quale la di- 
mostrazione è stata fatta. 

Nelle vicinanze dei tre punti critici a, i, e si possono determinare tre 
sistemi d'integrali particolari distinti corrispondenti alle tre coppie di radici 
Pij pt^* '} i quali daranno origine rispettivamente alle tre sostituzioni fonda- 
mentali della forma 






essendo «, i3, 7, a', i3', y' sei costanti determinate, per le quali dove essere 
a /3 y :r^ 1, a' i3' 7' = 1. Considcrando il primo di questi sistemi d'integrali, cioè 
quello relativo ad a, possiamo, partendo da un punto x situato nell'intorno 
di a, determinare due cammini chiusi Dtj De che contengono nel loro in- 
terno, il 1." il punto ft e il 2.° il punto e e tali che, percorrendoli successi- 
vamente dopo un giro chiuso Da nell'intorno di a e che contenga a nel suo 
interno, si venga a girare colla variabile attorno ai tre punti a^ b^ e. 
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Gl'integrali considerati, che indicheremo con i/i e y,, subiscono col giro Da 

/« 0\ 
la sostituzione I le con gli altri due Z)», De due sostituzioni, che deno- 

teremo con 

(a b' 



(a b'\ 



essendo a, 6, e, rf; a, &', r', d' costanti determinate, e che sono rispettiva- 

//3 0\ /y 0\ 
niente trasformate delle altre due I LI 1 • Avremo 

lo /3'/'l0 // 

/'« \ la h\ la' b\ | 



/« 0| la b' 
lo «7 [e d, 



e sarà pure 

ad — bc = ^^\ a + rf = i3 + /3', a' d' — ò e =- y /, 

a'.-{' d' =Y -\- y • 



Ma la sostituzione 

U \ la b' 




a \c d 



(a a a b\ 
a e a d) 



[a b\ , , . iy 0\ 

e rinversa di ed è quindi la trasformata dell'inversa di 1 h ossia 

V dj \0 y'ì 

è la trasformata di 1 • Per conseguenza avremo 

l ci /57 

Dalle tre relazioni 

a + d:=i3 + /3', aa + a'rf = a/3 + a'/3', ad — bc=z^^' 

si ottiene a = /3, rf = i8', ft e = 0. 
Similmente, potendosi scrivere 

V b'\ /« OWa b\^^ 
e' dì lo «7 \c dì 
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si ha clìo la sostituzione 

a b\ fa \ la a b' a 



I n 



c di \0 a / W ^ d' cf! 

(a b\ (ay 

che è l'inversa di 1 | è la trasformata di 1 

\C d) \0 a!y 

Quindi sussiste la relazione aa' + «' ^' = «y + «' y? che, associata alle 
altre due a' 4- d' = y + y\ a d' — V e =y y\ ci dà a = y, d' ^^ y\ h' e =^ 0. 
Abbiamo quindi per le due sostituzioni 5^, Se 

con ic = 0, i'c' = 0, e per il loro prodotto SbSc^ che è la sostituzione 

'iSy \ . /a 0\ . . 

inversa di h si ottiene 

s s ^{^ M /'/ M_ P'/ • 



ossia 



,3 y + i e' /3 f 4- i 7'\ //3 y \ 



^c -/ 4- /S' e e i' + /3' y'/ \0 lì' y' 

da cui risultano le quattro relazioni 

i e' = 0, e i' = 0, jS i' + i •/' ^ 0, e •/ + /3 e' = 0, 

che si possono soddisfare assieme alle altre due t e = 0, i' e' = facendo 

i = 0, ò' = 0, e y -(- /3' e' = 0, 
oppure 

o anche 

j = 0, i' = 0, c = 0, 0=0. 

Quindi le sostituzioni Sb, Se possono avere una delle tre forme seguenti 

'■'* = t l) ' '' = t /) """'' + ^' '' = "' 

Amiali di Matematica. Serie III, tomo X. 150 
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Sc==\l \] con/3i' }-i/ ----0, 




S,.=\ I, S\ [^ 





7/ 



Quando le sostituzioni Sbj S^ lianno la prima forma si ha per Tinte- 
graie fj, 

jji = (a: — a /'• (x — i)'» (x — c,^' Qi , 

essendo Qi una funzione razionale finita e differente da zero nei tre punti a, 
l)j e. Quando invece le >\, Se hanno la 2.'^ forma, allora è l'integrale y, che 
può facilmente determinarsi, avendosi 

y, -= (x — a]p' {x — by* [X — cf^ Q^ 

con Qt funzione razionale finita e differente da zero nei tre punti a, i, e, e 
quando finalmente le Si,^ Sr hanno la 3/^ forma, tanto y, quanto y, risultano 
subito determinati, potendosi eguagliare rispettivamente ad espressioni come 
le precedenti. Essendo ciascuna di queste due espressioni di t/i e y, un in- 
tegrale di un'equazione differenziale lineare del 1.^ ordine a coefficienti ra- 
zionali, si vede che in ogni caso l'equazione data è riducibile, e che quindi 
la condizione posta nell'enunciato è anche sufficiente. 

4. Per fare un esempio consideriamo l'equazione ipergeometrica 

a:(a; — l)y ' + [(« + /3 + 1)0:- y]y' + « 187 = 0, 

nella quale a, i3, 7 sono costanti, che possiede i tre soli punti singolari e al 
tempo stesso critici per gl'integrali 0, 1, (X>. Le tre coppie di radici delle tre 
determinanti di questi punti sono rispettivamente 

Considerando le otto somme di radici che si possono ottenere prendendo 
una radice da ogni coppia, si trova che per soddisfare la condizione neces- 
saria e sufficiente affinchè l'equazione ipergeometrica sia riducibile basta sce- 
gliere le costanti a, ^/y in modo che sia reale ed intero uno dei quattro 
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Quando Tequazione ipergeometrica è riducibile risulla dalle considera- 
zioni esposte nei paragrafi precedenti che essa possiede uno o due integrali 
della forma 

t = xP{x - \f Q, 

essendo Q una funzione razionale che, per non avere Tequazione alcun altro 
punto singolare all'infuori di 0, 1, oo, si riduce ad un polinomio e p, ^ due 
1 adici appartenenti rispettivamente alle determinanti relative ai i)unti 0, 1. 
Per il grado h à\ Q notiamo che esso deve avere un valore tale che l'in- 
tegrale possa comportarsi a distanza infinita come a;-®, essendo ^ una radice 
della determinante relativa al punto ce. Perciò dove essere p + ^ -f" ^^ = ~ 



^, 



ossia A =: — (p + ^ + ^)- Si vede dunque che ad ogni integrale della forma 
precedente corrisponde sempre una delle otto somme di radici già conside- 
rate, la quale deve essere intera e negativa o nulla. 
Queste somme di radici, essendo 

pi + P2 + ^i + ^2 + ^1 + ^l = 1. 

si possono distribuire in quattro coppie tali che quelle di ciascuna coppia 
abbiano per somma l'unità. Perciò, quando l'equazione ipergeometrica è ri- 
ducibile, fra le otto somme di radici se ne trovano sempre alcune intere e 
negative, alle quali potranno corrispondere integrali come il precedente, do- 
vendo in ogni caso ciò accadere sempre per una di esse. 

Esaminando brevemente i vari casi che possono presentarsi, per un'equa- 
zione ipergeometrica riducibile, cominciamo coll'osservare che essa non può 
avere che un solo integrale come t quando nessuna delle tre differenze di 
radici 

è intera, o diversamente quando per quelle differenze che sono intere non 
risultano soddisfatte le relazioni algebriche corrispondenti che fanno sparire 
i logaritmi dagl'integrali. Nel 1.^ caso inflitti delle otto somme di radici due 
sole, che devono appartenere alla medesima coppia, sono intere e di queste 
due somme una soltanto è negativa o nulla e quindi atta ad avere por cor- 
rispondente un integrale della forma di t. Nel 2.^ caso poi non vi può es- 
sere che un solo integrale come <, dovendo nell'integrale generale figurare i 
logaritmi nelle vicinanze di qualche punto critico. 
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Quando una sola delle tre differenze di radici pi — o<, 7, — a,, 5i — 6^ 
è intera quattro soltanto delle otto somme di radici sono intere e di queste 
quattro somme, che appartengono a due coppie differenti, due sole sono ne- 
gative. Denotando con ri, t« le due radici di una stessa determinante che 
hanno per differenza un numero intero e con ri, r«; 5i, s. quelle delle altre 
due determinanti, su{)poniamo che 

r, + 5, + T, , r, + 5, -f r, ; r, + 5, + r^ , r, + 5, + Ti 

siano le quattro somme intere e che i due numeri interi r, -\- Si — {r^ + ««), 
T, —Ti siano negativi o nulli. Delle quattro somme precedenti la prima è 
sempre negativa o nulla e la seconda è sempre positiva. Perciò potranno es- 
sere negative o nulle le due somme, r, + 5i + ti, Vi + 5, + r^ oppure le altre 
due ri -\-'Si + r,, i\ + 5^ + ^i • Nel 1.^ caso la relazione algebrica che fa 
sparire i logaritmi dagl'integrali nelle vicinanze del punto a cui si riferiscono 
le radici r,, r^ non può essere soddisfatta, perchè, se lo fosse, vi dovrebbero 
essere due integrali particolari distinti simili a ^ e corrispondenti alle due 
somme intere e negative ri + ^i + ^i) ^i + ^i + ^«j J' ohe è impossibile. 
Nel 2.^ caso invece questa relazione deve essere soddisfatta, perchè se non 
lo fosse, a nessuna delle due somme negative ri + 5i + ^i > ^t + «g + ti po- 
trebbe corrispondere un integrale simile a <, che deve sempre esistere. In 
questo 2.° caso dunque vi sono due integrali simili a t che corrispondono 
alle due somme negative precedenti. 

Quando finalmente tutte le tre differenze di radici pi — jOgj «^i — <^2y 
Oi — Si sono intere, l'equazione ipergeometrica, essendo riducibile, ha le sue 
tre determinanti con radici intere, e si paò dimostrare che uno almeno dei 
tre punti 0, 1 , oo cessa di essere critico per gl'integrali. Supponendo infatti 
che ciò non accada, deve risultare per le radici p, d, ^ che figurano nell'e- 
spressione dell'integrale simile a t 

Pi 4 P2 '7i -f 72 ^ Oi + ^« 

P — 2 2 2 

e quindi sommando p f ^ + ^ — "^ ' oashi pr^ + ^^O, il che è im- 

possibile. 

Ricorrendo anche in questo caso alle notazioni r, , i\\ s., St\ ti, r, usate 
precedentemente per le radici, supponiamo che sia rir^r^, 5i:^5,, ti^r, e 
che il punto a cui si riferiscono le radici t,, t, sia quello solo non critico. 
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In tal caso l'integrale simile a f, non potendo corrispondere alla somma 
Vi + Si -f- Tg, che è sempre positiva, corrisponderà all'altra r^ + 5? + ti, che 
deve quindi essere negativa o nulla. Se invece il punto non critico per gl'in- 
tegrali è quello relativo alle radici r^ n, dovrà Pintegrale simile a t corri- 
spondere alla somma «t + ^t + ^'m che gara quindi negativa o nulla. Ora os- 
serviamo che non può essere contemporaneamente 

rt + ^t + T, :^ 0, «2 + Tg + ;•« i^ 0, 

poiché sommando si ottiene 1+^2 — 5» ^ 0, il che è impossibile. Quindi 
delle tre somme r, -\-' St + ^i> ^2 + ^j + ^'ij Ta + rj + s^ una sola può essere 
negativa nulla, e quando ciò accade il punto corrispondente all'ultima ra- 
dice di quella somma che è negativa nulla è sicuramente non critico per 
gl'integrali. 

Potrebbe peraltro darsi che non fossero critici neppure gli altri due 
punti; ma si può dimostrare facilmente che ciò non accade mai quando una 
delle tre somme precedenti è negativa nulla. Difatti, se nessuno dei tre 
punti 0; 1 , 00 è critico vi deve essere fra le otto somme di radici almeno 
una somma negativa nulla che contenga Ts, e siccome essa non può supe- 
rare r, + s, + T^, così quest'ultima somma sarà negativa nulla. Perciò 
quando i tre punti 0, 1, 00 non sono critici le quattro somme di radici ne- 
gative nulle sono 

^i + 5i + Ti , r, + Si + T, , Si + r, + r, , ti + rj + s, 

e quindi le tre somme r^ + ^« + ^ij ^s + ^2 + ri, t, + r, + ^i devono essere 
tutte positive e differenti da zero. 

Dunque, riassumendo, l'equazione ipergeometrica riducibile possiede un 
solo integrale come t: 

1/^ quando nessuna delle tre differenze di radici r^ — r, , Si — Sj , 
Ti — Tj è intera ; 

2." quando, essendo intera una sola di queste differenze, ad es. : tj — tj, 
delle quattro somme di radici che devono essere intere ne risultano negative 
nulle due contenenti l'una la radice Ti e l'altra la radice t^ ; 

3.° quando, essendo intere e positive nulle le tre differenze prece- 
denti, risulta negativa nulla una delle tre somme r^ + Sg + ^i) ^2 + ^t + ^i> 
Tj + r, + s, , il che non può mai accadere contemporaneamente per due di 
esse. In questo caso l'integrale simile a # si riduce ad una funzione razionale, 
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Invece un'equazione ipergcometriea riducìbile possiede due integrali par- 
ticolari distinti della forma di / : 

1/' quando, essendo intera una sola delle tre differenze di radici 
^*i - f'ij St — 8,j Ti — T,, ad es. : ri — Tj, delle quattro somme di radici che 
devono essere intere ne risultano negative o nulle due contenenti la minore 
delle due radici r», r,. 

2.® quando, essendo intere e positive o nulle le tre differenze prece- 
denti, risultano positive e differenti da zero tutte le tre somme r^ + *t + -m 
^2 t- ^i I ^'ij ^i -}- ^t r 5i- T" quest'ultimo caso l'equazione ha l'integrale ge- 
nerale uniforme e (|uindi razionale, ed esistono quattro invece di due inte- 
grali simili a / corrispondenti alle quattro somme di radici che sono nega- 
tivo nulle. 



Sulla ricerca di un quarto integrale di 
2.° grado del sistema di equazioni dif- 
ferenziali del moto di un corpo solido 
in un liquido indefinito. 



(Di Enrico Lgnzi, a Napoli.) 



1 



Jo equazioni che reggono il movimento di un corpo solido in un li- 
quido indefinito nell'assenza di qualunque forza esterna che agisca sul corpo 
sul liquido, furon trovate dal KmcnnoFF o da lui esposte in una Memoria 
apparsa nel Giornale di Creile: (Voi. 71: « Ueber die Bewegung cines Ro- 
tationskorpers in ciner Flussigkeit «). 

Però il Ci.EBScu riuscì in seguito a porre queste equazioni sotto la forma 
di equazioni differenziali del 1." ordine (Mathematische Annalen : Voi. 3.°: 
« Ueber die Bewegung eines Korpes n) ed il sistema da lui considerato è 

dxi _ ar_ d T Jy, _ dT ^T dT ?T 

di — '' dtr. ^'dj,' ~d 'i — '•'' d^,~^'rx',^y'dji~y' dj, 

dx'._ BT dT d!/i__ dT dT dT cT 

dt'~^'dy, ^'dyV' dÌ~'''d7i~'^'dxi'^y'dyV ^'d!/, 

'dt~~''d,ji ^'dtji' 'di'''''dx, '' d'x, '^ '^* d iji y^dy^ 

in cui T h l'energia cinetica, funzione omogenea del 2." grado rispetto alle 
variabili r/, yi ed è inoltre 

_dT _dT _dT 

^'~du' ^'~cv' ^'"~aìr 

__cT _dT dT 
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essendo r/, F, W le componenti della velocità deirorigine di un sistema di 
assi rettangolari presi nello spazio e fissi nel corpo e P, (?, JB le componenti 
della rotazione istantanea del corpo attorno a quest'origine, riferite agli 
stessi assi. 

Di questo sistema si conoscono già tre integrali 

^1 'V ^'i + ^3 = cost. = m 
^ij/i f ^t y2 f or^ yz = cost. = n 

T = cost. = / 

ed un moltiplicatore a=l. 

Ciò condusse il Clebscu a conchiudere (*) : a poiché nelle equazioni pro- 
poste non figura esplicitamente il tempo si può trovare facilmente Tultimo 
integrale mediante una quadratura; d'altra parte, facendo uso del moltipli- 
catore noto si può trovare il penultimo integrale e rimane così da ricercarne 
un quarto perchè l'integrazione sia completa. » Ed egli quindi si propose di 
determinare in quali condizioni esistesse questo quarto integrale di 1.^ o di 
2.^ grado e quale ne fosse la forma; ma l'analisi ch'egli fece oltre ad essere 
troppo lunga per i risultati a cui si arrivava, non è nemmeno completa. Di- 
fatti lo Stekloff fece notare una lacuna a proposito del caso dell'integrale 
di 2.^ grado, lacuna che, a suo modo di vedere era la sola che si rilevasse 
nel lavoro del Clebsch (Mathematische Annaìen, Voi. 13.° « Ueber die Be- 
viregung. . . n). 

Un'osservazione facilissima però mostra chiaramente che l'uno e l'altro 
dei due citati autori àn lasciato sfuggire a la loro osservazione ancora qualche 
caso. 

Infatti richiamando l'equazione differenziale a cui deve sofldisfare qua- 
lunque integrale ^ del sistema, purché indipendente dal tempo, 

^, do dxh ^ ^? dyu ^ 

^ d .111 di dyh dt 



(') Opera citata. 



del sistema di equazioni differenziali del moto^ ecc. 



229 



ed osservando che nel nostro caso essa si può scrivere 



dT 

» -7^ > Xi 



d x%' d yt 

a?_ dT 
d ocz d y» 



d T 

> ;:; — > 



a-, 



+ 



^? dT 
yi é7^i 



a? dT 



d yi d x% 

8? dT 
dy% d xz 



9 Xf 



> rr? 



+ 



3? 


ar 

3. Vi ' 


^9 


ar 



9 y« g ?/» 

^9 ar 



, -. _ , , 



dy» dy\ 



Vi 



y. 



^3 







(1) 



si scorge subito che essa rimane inalterata se si scambiano fra loro le 2 fun- 
zioni T e (f. Segue da ciò che : 

se ad una determinata forma di T corrisponde per il sistema un inte- 
grale di forma y, quando T avrà assunto la forma 9 l'integrale avrà la pri- 
mitiva forma di T. 

Questa legge che si verifica per il nostro sistema di equazioni e che ci 

par propria in generale di tutti i sistemi canonici (•) porta qui ad un risul- 
tato importantissimo. 

Se ricordiamo difatti i due risultati a cui era pervenuto il Clebsch a 
proposito dell'integrale di 2.^ grado : 

1.^ se l'energia cinetica à la forma 



risulta 



2.^ se 



2 T=la,,x\ + Cly] 



2 flfjQ ^33 XI — C - Gii y] 5 



sarà 



2T = alc,,c,,x\ + lc,,yl 



(♦) M. C. Jordan, Cours iVanalyse, Voi. \^.'^ : « Sistemi della forma 

clxi = -^dt, clpi = -'-p^dt (2=1, 2,... n) 

in cui ^ rappresenta uija funzione nota delle 2n variabili ir^ . . . ^« , jii...p«, son detti 
sistemi canonici. I loro integrali 9, se indipendenti dal tempo, soddisfano l'equazione 



T\ an ' dpi dìU ' CXi) 



e qui si vede che le tunzionì cp e -j/ sono scambiabili senza che si alteri l'equazione. 
Annali di Matematicit^ Serie III, tomo X. 31 
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e in questo secondo risultato poniamo a' = — 77 e sostituiamo ai coefl&cienti 

("a gli Oii si vede subito che i due casi sono l'uno reciproco dell'altro. 

Ed allora, poiché un terzo caso esiste, trovato da Steklofp, deve esi- 
sterne un quarto che sia a questo reciproco. 

Dimostrata così a priori l'esistenza di un quarto caso, e, direi anche, la 
forma dell'integrale (*), io ò tentato di rifare l'analisi (**) con maggior ri- 
gore e con un po' più di speditezza limitandomi soltanto a la ricerca degl'in- 
tPgrali della forma 

i = 1 au x] + 2 ^ii Xi yi + 1 yu y] (t = 1 , 2, 3). (2) 

Senonchè raggiunto lo scopo e comunicato il risultato al mio maestro prof. Mar- 
coLOxao, questi credette opportuno informarne lo Stekloff il quale rispose 
inviando una sua Memoria in russo (***), per me gentilmente tradotta dal 
prof. Màrcolonqo stesso. In essa è sostanzialmente ripetuto quanto prima era 
stato pubblicato nella Nota dei Mathematische Annalen già citata, però con 
un'aggiunta al Gap. IV in cui si annunzia che il caso di cui io mi ero oc- 
cupato era già stato trovato dal Liapdnoff (****). 

Per fortuna il metodo da me seguito nella ricerca è assolutamente di- 
verso da quello usato dai matematici russi, come anche mi conferma il sul- 
lodato professore, e d'altra parte esso à anche il meritò di porre in vista 
qualche altro risultato finora trascurato. 



(*) Bastopebb« nel risultato di Steklofp: se 
sarà 

sostituire, come diremo in seguito, — .y^ a «' e le ba alle e,-,-, come già per i 2 casi di 

OLKnsoH, per avere il quarto caso d'integrabilità. % 

(*•) Di ciò è materia la mia tesi di laurea. 
{*•*) Stkkloff, Sul morimciito dì un corpo solido in wì liquido. Cliarchow, l^SlCi. 
(**•*♦) A. M. LiAPUNOFF, \Horo caso irintcgralilità delle ef/iiazioni differenziali dei «nolo 
tìi im corpo solido in un litpmlo. (Comunicazione alla Società Matematica di Chareliom-. 
T, IV, lascicoli I e II, 1803. 



*■ •. 
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§ 1. 



Assunta per T la forma più generale 

2 r = 22 Gih Xi Xh -f ^2 bih Xi Uh + 22 Cìh tji yn 
in cui si ))UÒ supporre 

Clih ~-^ Clhi j bih = bhi , Cih = ("hi 

come già dimostrò il Clebsch (*), e per y la (2), l'equazione (1) si scri- 
verà allora ; 



2«n:ri + .3,,^, ; -^ 2 fe,i rr, -f 2 e,-, y,- ; a:, 



1 



+ 



2a„T, + i3„y, ; -z^ Ibi^Xt + Icì^ijì] x^ 

•a 



2 a33 x^ + /Sa, y^ ; ,^ 2 i,-3 rr,- + 2 r,-3 y i ; :r3 
lìtiOCi + 2yuy,; •2an a:, + y 2 6,-, y,-; a:, 



-(- I /3«ar, + 2y„yt; 2a,2ar,- + - 2è,-, y,-; x^ \ + 



1 I 

/Saa ara + 2 783 ya ; 2 a,., a:, + Y 2 ft,-3 y*; ^3 I 







^uiT, + 2y,,yi, -^ :^bi,Xii-lcuyij y^ 

1 I 

+ ^„ x, -f- 2 y„ y, ; y 2 6,^ ^t + 2 cu yi, y, 

/333 ^3 + 2 7:,3 ya ; y 2 ò,-3 a;,- + 2 cn, yi^ y^ 

e perchè questa equazione sia identicamente soddisfatta è necessario che i 
coefficienti dei singoli termini si' annullino. 



{*) Oprtra citata. 
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Cominciando a considerare per ciò i termini di 3.'* grado in y otterremo 
per i coefficienti le seguenti relazioni 

7ii (di — C33) + 7js (^33 — Cm) 4- 733 (Cn — Cj,) = 
^it(y« — 733)^^0 ; r„(y33 — yii)=^0 

^23 (733 — 7i 1) = ; c,3 (yi i — -/%%) ~ 

^si(7>i — y2?)=^0 ; ^31 (y« — 783) = 

e per soddisfare ad esse, la prima esclusa, si possono fare due sole ipotesi : 
si pongono i coefficienti e ih, (1 ==/»:) uguali a zero vero i coefficienti yu 
uguali fra loro (7,-,- = i/); difatti a porre solamente yj^ =y,2=I=y3s dovrebbero 
essere anche le rifc = (*) e la condizione imposta per le yu sarebbe quindi 
superflua. Di questa terza ipotesi noi quindi non terremo conto, come di qua- 
lunque altra che non imponga il minimo possibile di limitazioni per i coefl&- 
cienti a , . . . a , ... : così p. es. si esclude l'ipotesi per cui debbano essere le 
y,-,. znry, le c,7i = bastaudo una sola di queste 2 condizioni a soddisfare le 
relazioni di cui è discorso. 

Se adesso si passa ad osservare le relazioni derivanti dai coefficienti dei 
termini di 2.^ grado in y 

Cm (533 — /3it) + c^i(&ti — /3ii) + yn(6«t — ^3») + y33(6ii — M = 

r„ (/3m — M + ^t» (.'^83 — &u) + y.t (*33 — fti.) + y.. {h,, - ^33) =01 (3) 

^33</3«— iSn) + r„(^„ — /333) + 733(6,,— i,i) + y„(*38— Ìh)=0 / 

6,.y,, -f c„(/3,, — ^33)=:0; 6,2 ye2 + c„ (/3„ — /Saa) — ' 

K3 yii + c,5 (/3„ — /3n) = ; b,^ y,:, + e» (^zz — /S,,) = . (4) 

631 y33 + ^81 (/333 — &tz) = ; 631 yu + ^31 (/5,, — fi„) = ] 

6.?y33 + 6l2^733 7.1) +^11^/533 /3h )=0 ) ^i j733 + 6i«(733 7«) + ^««(ifisS /'32,)=0 \ 

6i37iirM7ii — 7«t)+^t3(/3n — /32,)=0; 6j37..+623(7n — 733)+c,3(/3,, — ?33^=Q (5) 
ft3.7«+*si(7tt— 733)4-^3if5«— ^33'=0; è3,7«+63.(7t2— 7H)+^3i(/32t— /^1.)=0 ' 



(*) Indicheremo d'ora innanzi con rt,jt, ^/*, c/;^ i coefficienti in cui sia i=|=A, notando 
per gli altri au, ò,-,-, cu. 
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e si voglia da prima supporre yii:=v^ r,fc=|=0; le (5) divengono 

bitv + r„(/333— /3h)=0; ò.jv + c„(^38 — /3<,) =0 

*« V + Cii (i3n — /Sj?) = ; 023 V + ^18 (hii — flas) = 

b,i V -h ^3, i^tt — /333) = ; h,,v -{- r3, (/3,, — .S,,) = 

donde segue facilnaente j3„- = i^- In tal caso però le (4) assumono la forma 

bihy = 

e dovrà essere quindi o bih == o v = 0, 

Supponendo invece le Cik =^ e le 7,7 diverse fra loro, le (in non subi- 
scono alcuna limitazione e le (4) e (5) si scrivono 

fcis7ii=0, ^M 711=^0, ft3iy,,=:0 

bitytt'^Oy 6,3y„ = 0, ft,j7„=zO 

bit 733 = , ^83 733 = , Ò3, 733 =^ 

per cui c'è da supporre le bik=--0. Sicché conchiudendo 

le bik e le e ih son diverse da zero ed allora fin = a , ya = ; 

le bik sono uguali a zero senza che lo siano le cik ed allora Qu =: t^, 

7« = ^=h0; 

le bih = 0, Cik = (e questa seconda parte 'porta con sé la 1.^) e segue 
che le Ha e le yn sono qualunque. 

Si noti che queste 3 supposizioni sono le sole possibili quando si tenga 
conto dell'osservazione fatta prima. 

Passiamo ora ad osservare le relazioni provenienti da i termini di 
1.'' grado in y 

2rii(a83— aj2) + 27ii(a28— a33)+ Y[/3li(622—t33) + /322(6j3— 611)4-1833(611— ft«)]=0 

2r„(ai,— a38)+2722(a33~an)+ -g [/Sul^ez— 63i)+i3„(633— 6,,)+/333(6ii— M]=0 \ {\^^) 

1 

2c33(««— «11)4-2733(011, —a„)+ -- [i3n(6,«— 633)4- i3«(683— 611)4-/533(6,,— 6„)]=:0 
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2air/33+ -g- 6l2(i333— i3i,)=0 

2«3iy2?+ Y hu{&ti—M=^ 



2a 1,733+ -g èi2(i333— /3«2)=0 
2a,37n+ -g- M/3h— 533)=0 
2a8iy28+ yft3i(/522— i3„)=0 



{4bis) 



2ai2y22 + fc||(/522 ^Zz)-\-2C^i{a.2t «33)^0; 2ai2y,,+Òi5(/3u 53s)-f 2C,^(«h— «33)=:0 ^. 

2a23738 + *23(/333 /3ii ) + 2C83(«33 ail)=0 ; 2a237«, + ft23(/322 ^ll) + 2Ci8(a22 «ll)==0 ^ (ph\^) 

2a8,7.,+Ò3i(i3„— ,5„)+2c3,(«„— ^2f)=0; 2a3,7,3+ft3i^/333— /522)+2c3i((5^33— «t2)=0. ) 

Sì noti che, tenendo conto dei risultati precedenti 

nell'ipotesi che le Òìk e cik sian diverse da zero e per conseguenza 
^ii=z^^ 7i7 = le (-Ibij) sono soddisfatte e le (Sijìg) impongono «,-,• = >.; le Oik 
potendo essere qualunque le supporremo diverse da zero ; 

nell'ipotesi che siano le bik = 0, Cik =[= e quindi ^i,- = ;; , yu = v =|= 
dalle (ébig) segue che le Oik debbono essei'e uguali a zero e dalle (Sbig) «,v = >. ; 

nell'ipotesi che bik = cik = e di conseguenza f:^u e yu qualunque, da 
1® (^bis) segue aik = e le (Sbìa) essendo così soddisfatte si possono ritenere 
le «,-,• diverse fra loro. 

Se finalmente si considerano le relazioni a cui dàn luogo i coefficienti 
dei termini di 3." grado in x 



0=:«ji(6jj 6ss) + a22(^33 ^ll) + «33(Ìll hi 

0=aiZ^^22 /S33)+^12(«22 «33) 

0=^23(/S33 /3ii) + èj3(a33 «n) 

0=a3i(/3,i 5g2)+63,(a,j— «2j) 



+ /5|i(flf2;— e/3s) + /322(a33— «,l) + H33(«n— «22) 

0=a,2f/333 — /3n)+ft,.2(a3s— an) 

0=a83(/5,| ^22) + ^23(«ll «22) 

0=azi{f^2i — /3„)+è,i(tf22 — «33) 



si vede che esse son soddisfatte, la prima esclusa, con le supposizioni pre- 
cedenti. 

Né basta, ma si può anche osservare che con la 1.* di esse ipotesi 8Ì 
soddisfano anche le relazioni finora trascurate cioè la 1.* del primo e dell'ul- 
timo gruppo le (3) e le i3bi8)- In tal caso però <f risulta composizione lineare 
d'integrali noti e quindi è privo d'interesse. 

La seconda supposizione mentre soddisfa le prime dei due gruppi estremi 
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fa divenire le (3) e le (3^,19) 

V (/>., — /;,,) = , y {/h, — ^.33) = , y {h,, — Ìh) = (3) 

y (a,, — a,,) = , v (a.^ — «33) — , y (aaa — a,,) = (3'bia) 

per le quali essendosi supposto y=l=0 è necessario porre oa^rr^A^ ha^B. 
La T avrebbe allora la forma 

2 T= A (j-I + ...) + /? (a-, y. + ...) + SS dhyiyk 
e y, per sottrazione d'integrali noti, l'altra 

?=yJ + yJ + y3 = cost. 

facilmente verificabile. Difatti moltiplicando le equazioni differenziali a destra 
rispettivamente per yi, t/,, ya, sommando ed integrando si à il risultato 
trovato. 

Rimane così da considerare il caso in cui siano contemporaneamente 
Qif^ = bi^ = dk ■= cioè quando T assume la forma 

2T = la,,x\ + l Òm x,y, + l e,, y] 

e ricordiamo che le relazioni a cui bisogna soddisfare ancora sono la l.* del 
1.® gruppo, le (3j, le (3553) e la 1.^ dell'ultimo gruppo. 

Prima però d'inoltrarci nell'analisi di questo caso ricordiamo che, a pro- 
posito dei coefficienti della forma T, il Clebsch dimostra che gli a,-,-, ba si 
posson sempre supporre diversi da zero, sicché a noi conviene anzitutto ve- 
dere cosa avvenga nel caso che in parte o tutti i coefficienti r,,- si annullino; 
anche perchè così ci sarà facilitata l'analisi in seguito. 



§2. 



Il caso in cui tutti i coefficienti cu si annullino non offre alcun risultato 
notevole. Infatti si deduce facilmente che, se i coefficienti ha son fra loro 
uguali e lo sono parimenti gli a/,*, risulta 

V ^ 1 «Il oc], + :^ /3ii oc, y, + S yu y\ 



i^ 



t a 



>^tt\s MifMii »/i M*i i/Hii*/o mtfin'iih {li i?,^ (/ni(/o 



^. '^ -<m^: V,., »„, ^j. ^M^iItlotoMh MulvU»u\»uuUi, vHÌ 8pez»a negli altri 
X ' »^vv ÌUs" vV\lhvMvv|i|^ ^, ^^v^^ |\,^ loi^k v»^M<^'K {*. 05t. \i. il ,=-5ftf_:. segue 



N * » 



^ ^ r »^*; ^ 



x\v%;.. 



• » 



sV?^. 



V »' vs A' • \\ ih\ \«:» v'*> ^\nJ v\S*V Jt^vu^i: fii ^'r* 



>. X 



1 



v\^ 



,^>;.. 






\v\v . .^ \^s y^'"*^**^ "^^^ ^■^* **** ■'^^ ' 



VÌS<. 






A 



*\ 



\^ ^ \ 



v4^v\Kvv% i^ >*iW iw i^tv ^--rf^i. *>;ur*k ^«Biot/r^ 






ice 
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\ K ^^ 



-^ , .v 



^^ «0'« t 



*>SN 



N \ 



\ 
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se dei coefficienti a,t tutti o due soli di essi r/n, a^s son fra loro uguali; che 
se invece fosse an^^an-l-c^^ risulterebbe 

OCg = COSt. 

m 

Si deduce facilmente che se i coefficienti bu son fra loro divèrsi non si ap- 
prende nulla di nuovo poiché in tal caso il nuovo integrale 'f differisce da T 
per un fattore costante. 

Ci rimane così da considerare il caso in cui un sol coefficiente ca si an- 
nulli, p. es. f33 = 0. La relazione del 1." gruppo si può scrivere allora 



7n 


1 


Cn 


'/ti 


1 


Cti 


'/S3 


1 






= 



e da essa, per un noto teorema sui determinanti, si ottiene 

7li=,^ + <7^11, 7tt=p+^^22» 733 =f' 

in cui e e 7 son costanti indeterminate. 

Se ora /^^ ^=^22 = ''33 da le (3) segue fiii=z ^^.^=^ ^^^ = a e con ciò è 
soddisfatta anche la prima dell'ultimo gruppo, e da le (3bì8) • 

se aii = ait = o^^ risulta «i, ^^(^2^ iz^i «33 1= X e per sottrazione d'integrali 
noti 

? = yl + yl + ys ^ cost. ; 



se aii = a2;i=!=a33 si ottiene 



«11 



'33 



+ uV "^ '') ^^^'' "" ^^'^' *'' ~ ""'' "^ (cu "^ "^J ^^^'' ~" 



«33) 



e quindi, tenuto conto che p ed a,, son costanti arbitrarie 

^ + -- j + yl + yì + yi = cost. 

se «Il =|s (/„='= «33 dalla 3.* delle (3bu) risulta ^ = e quindi è com- 
posizione lineare d'integrali noti. 

Prima di passare oltre notiamo che il 2.^ di questi risultati, pur non es- 
sendo assolutamente nuovo, poiché difatti corrisponde al 2.** dei risultati di 
Clebsch dianzi citati, non é meno notevole essendoché esso à luogo qualunque 
siano Gif ed «33, senza cioè che essi siano, come nel caso di Clebsch, pro- 
zi nwrr/i dì Matematica, Serie III, tomo X. 32 
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porzionali a certe combinazioni binarie r^rjj,... Faremo vedere in seguito 
come esso si possa derivare da l'altro. 

Se poi dei coefficienti bu due soli son fra loro uguali, p. es. b^ =it» =1= b^^ 
si può osservare subito che z continua a risultare composizione lineare d'in- 
tegrali noti sempre quando i coefficienti au sian fra loro uguali o lo siano 
due soli fra essi au = a„==a„. Che se poi gli au fossero fra loro diversi 
dalle (3) risulterebbe 

/333 rimanendo indeterminato. Sostituendo questi valori nell'ultima delle (Sbi.) 
si avrebbe 

2 \C«2 Cu ; J 

d^onde o /d = e, come nei casi precedenti, risulterebbe tf composizione li- 
neare d'integrali noti, ovvero 

ed in tal caso le 2 prime delle (Sbis) si scriverebbero 

2(«33 — «„) + 2(- +^l(«*e— «33) + 2 '"^ (ao^ — r/u) = 

\Ci\ J dì 

2 («,. - «33) I- 2 f -^ + o\ ya,^ — (Tu) + 2 /- (fl» — an) = 

\Cit J Cu 



cioè 



^11 = «33 + ' (2an~ai2 — a^^) + ^{a.i —a^)^ 

Ct% 



^i^ = «33 + '' (2 Ou — aa — a^^) + 7 yOii ~ a^) 

Cu 

w 

rimanendo anche qui «33 indeterminato. Questi valori sostituiti nella L* del 
Tultimo gruppo impongono che 

«Il flfS3 ffl2 «33 T 

Cu Cu 

ossia 

«Il = ^^33 -i- ^' ^^i7 «2e = «33 + * ^l 
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dove k è una costante; ma allora la (6) diviene 



4 À: ri, r..^ =-. (h^^ — ft,,)', h^ — bn = 2 sjkc,, r„ 
e quindi 

iSii=/3,3 — 2^^^ -Vc\s:kc,, rj.,... a,, =«^33 f [^^ (2r„ — Ci,ì f aArr.,,... 

Sicché se T à la forma 

2 T=a^^(or\ 4- ) -f- kc,,x\ + kc,,x\ + h,,{x,y, -\-'Xty^) -f 

+ ^3^8^3 4: c,,y\ +c,^y\ 
in cui 

ikc,,c^,={h^^ — bny 
o più semplicemente 



2 r = t r„ :rl + Z- r,, x\ i-2\Jk e,, e,, x, y, -^- r„ y] + r„ y| 
sarà per sottrazione d'integrali noti 

9 = — A: — :rj — /r -- xl — 2 k xl — 

C2t Ci 1 

- 2 s/R7?r» (•'■^^f + -^^f-) + y; + !/? + y» --- cost. 

Questo risultato che, fino a poco tempo fa, io credevo assolutamente nuovo 
non è tale perchè rientra nel caso generale di Stekloff. Non è superfluo però 
averlo qui trovato e ne diremo appresso la ragione. 

Se finalmente i coefficienti 6,7 son fra loro diversi y risulta composizione 
lineare d'integrali noti. 

Dopo di ciò noi potremo d'ora innanzi supporre i coefficienti di T lutti 
diversi da zero, e seguiremo ancora la stessa via fin qui usata considerando 
cioè i tre casi in cui i 3 coefficienti bu sian fra loro uguali, lo siano due 
soli di essi //n = /;o,, =J= /y^g che siano tutti e tre diversi. 



^ •! 



Il 






** 



k I 



11» 



■♦ 
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e da qui 
ed ancora 

' ^ / I \ I «t2 (l83 / f , 7 o 

Con facili riduzioni si à allora che se 

2r=2a,,a:J+C:ì:y; 
sarà 

r = ^ ciu aj, rj — C -2: a^ y; = cost. 

e questo risultato è dovuto a Clebsch. 

Supposto invece che sia Cn = Ctt^^c^ da la 1.^ del 1.^ gruppo segue 

subito yi, -=722. 

Se anche aii = rt„ = «83, come prima l'integrale si spezza in 

yl + yl = cost. 3/3 = cost. 

e allo stesso risultato si arriva se «h := asg =1= agg. Che se fosse an =[= a^z =,= a^ 
sommando le 2 prime delle (Sbis) e paragonando con la 3.* dovrebbe essere 

1^ ytt_ yw 

Ci 1 C22 Cs3 

e di questo caso parleremo appresso. 

Esclusa qualunque limitazione per i coefficienti re,- la 1.* relazione del 
1.'^ gruppo per essere soddisfatta impone che sia 

'/ti = i^ + ^ <^ii 

in cui al solito p e <7 son costanti indeterminate che possono anche annul- 
larsi. 

Se ^11 = 022 = 088 dalle (Sbis) segue a,i=a22 = a33 e quindi per sottra- 
zione d'integrali noti 

? = yì + yì + yl =■-■ cost. 

Tal risultato non viene meno se a = 0; che se ^^=0 risulterebbe ^ somma 
d'integrali noti. 



■u /" ntt *hilh Uiinii ili im ifhtuhi Hihuiah ih li," fjmdo 



^l»' •' ( I 1., ihllit •! ' iIhIIm \\^j M ì\\\AiW «u -^if t> sommando 

!«'<• Mlltlll I • •( i| , 

'Hn IhM^lMhui^ '».!•» ^v,. -^WJilus^v^^vK^ uv^U\^ v^i*^ i^ll^ /:* i loro ra- 

V* 



.* 



^ V^ ■ N\A^- \ \ V \ >W "^ , X H 
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sarà 



ed anche questo risultato è dovuto a Clebsch (*). 



§4- 



Caso 6h =: /^^jg ='= ^,3 • 



Anche qui dovreiinnio considerare 1 varii casi ma i risultati ohe si ottengono 
non anno molta importanza. 

Difatti si può mostrare che se 

2 r = 2aiii>:?+ bii{x,yi -{- x,y,) + b,,Xsys + ^c,,y] 

oltre ai tre integrali già noti ce n' è un quarto 

sempre che sia Cii = Citj an = fl?2? senza escludere che possa anche essere 
Cit=:zCff = C33y a.i =at« ^=<»33. In qualunque altro caso, che sian cioè i coef- 
ficienti au fra loro diversi, lo siano i cu gli unì e gli altri f risulta com- 
posizione lineare d'integrali noti. 

Tale risultato è anche dovuto a Clebsch e di esso si è occupato I'Hal- 
phen: Fonctions elliptiques. T. II. Sur le mouvement d'un corps dans un li" 
quide indéfini. 



— n « ^' -- ^s_-" ^J ,; 



{*) Ponendo qui Cjj = e a' = -^' — -^J si ritrova un risultato di cui questo è più 
generale, come prima avevamo notato. 
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§5. 



Caso ^,,=;=io5»=;=:/^8g. 

Osserviamo anzitutto che sommando a due a due le (3) e sottraendo la 
rimanente, ad esse possiamo sostituire le altre 

2 rn (iSsa — /3„) ^ 2 yu (h^ — h,,\ 2 r„ ((5,, ^- /3«,) = 2 y,, (ft.. — bn\ ) 

Dopo ciò per soddisfare la 1.*^ del i." gruppo consideriamo prima che 
sia r,, = re, ^=rj,3^= C Dalle (7) si deduce facilmente 

ri« — ?S3 , p3S — pii , pn — ^'tt ^ 



st 



Vii y« T'5 

donde 

ma allora le (7) diventano 

V iss — bn i . hn — iss / ^ h%% — feii 

o (y*2 — 7s^) = 7^ ' <y (7» — 7n) = ?=; — ' ^ (/il — y*») 



e 

e da qui ancora 

hi\ , bit , b 



C 



, Oli , C/2t , OS3 I 

.Ali j '>2i 1 bzs 



e quindi anche 



«„=, + ,(*-'■;) («. -. ^?,) = ,• - ', (*.. + i,., + '-H^ 



33 



{p'=p-\-ck'). 



Sostituendo alle fin i valori così ottenuti la 1.* dell'ultimo gruppo si può 
allora scrivere 

o-j«.. t-a.,(^'^-*)j(6..-M^- 
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per la quale dev'essere 

a . . -- i? + S ~|- + a H (^ ^ -- — j ; . . . 

in cui B ed S son costanti che per ora posson rimanere indeterminate. So- 
stituendo adesso nelle (Sbig) i valori trovati per le a//, iS//, yu si avrà 

(4 C^ 5c7 — fcj2 633) (&33 — ftjj) + (4 Ca,^ — 633 ili) (iit — M + 

+ (4 C «22 — òii Ò22) (*22 — *ii) = 

(4 Ca33 — i».. h,) (633 - 6«) + (4 C^ 5^ — 63, èa) («^u — M + 

(4 C a,2 — fcj, iss) (*38 — Ì22) + (4 C an — h^ bn) {bn — ^«3) + 

+ (4 O So—bn M {h,, - bn) = 

e da qui per la solita considerazione, indicando con p\ p\ p''\ 7', a'', (j'" 
costanti che determineremo in seguito risulta 

dalla l.*' dalla 2.* 

4:C* Sa — b^i h93 = p + ^' *«• ; 4 Ca33 — &„ b^ = f -f a" &„ ; 

4 Ca33 —b^hn —p-^'7' h^i] AC* Sa --ì)^hu^=^p" + a" ft„ ; 

4 C a.. — hn h^i -— p + a' />33 ; 4 C «n — &11 h2^ — p'' + 7" fra» ; 

dalla 3.* 
4Ca.2 -'b,,b^=:p''' + ^'"bn 

iCan ~h^b,,=p'" ^a"'b, 
AC*So-b,,b,,=p^' + a"'b, 

e da qui facilmente 

^'^ + a'"==:2&n, a'" + a' = 2&,,, a' + 7'' = 2 ^33 

ossia 

a = — &11 + b.^ + &83 , (J'' =. &H — ?^22 + &38 ) ^''' = ^H 4" ^22 " ^83 

e quindi anche 

/&' = 4 C- 6' (7 — (?>o2 />83 + i^8s ?>ii + &11 /;««) + &t, , . . . 

.l/ina/t di Matematica, Serie IIF, tomo X. 33 



'12 



'83 



li 
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Ma allora 
4 Can =4 C^ 5(7 + [ÌK, — h^)\ 4 Ca,, = 4 C^ 5t + (^33 -^ &„)% 

ed anche 



^Jl 






Conchiudendo se 



sarà con facili riduzioni 

y im 2 b,, (^2, + ^m) ^1 — 4 C 2 ft„ ^33 ari yi + 4 C* ^ b„ yj = cost. 

Questo il risultato che noi avevamo sin da prima intravisto in base alla 
legge di reciprocità, risultato che a nostra insaputa, ma con processo diffe- 
rente, aveva già trovato Lupdnoff. * 

Consideriamo adesso il caso che sia r,i ^r^j^ =]= ^33 per cui da la 1.* del 
l."* gruppo risulta y^i^^y^^ e da le (3) 

Yn yss 

Ci l CS3 

Yi'i 

ma questo caso che è più particolare dell'altro -- =a sarà trattato appresso 

e si vedrà che non dà alcun risultato notevole. 

Escluse le possibili limitazioni per i coefficienti cu per soddisfare la 1.* 
del 1.^ gruppo porremo dunque 

7 a =^ /> + ^ Cu . 

Se /o = si vede subito che 9 risulta combinazione lineare d'integrali noti; 
si può quindi supporre p =j^ 0. Sostituendo nella (3) a yu i loro valori ed 



del sistema di equazioni differenziali del moto, ecc, 247 



operando facilmente si ottiene 

^83 bit , 1)22 ili j. bn b'A ^ 

Cu C33 C2Z 

donde al solito 

Sostituiti questi valori nelle (7) queste si scriveranno 
/SsB — /322 = 2 7' (p + <j Ch) (^22 — C33) ; /3„ — /3m = 2 a' (p + C7 c^ (cn — c„) ; 

/5ii — iSj» = 2 cr' (p + (7 CgO (C38 — Cu) 

donde 

/Sgg + 2 or' Cgg (p + a c,,) = /322 + 2 a Cu Tp + (7 e) = i- 

jSjj + 2 a' ^22 (p -\-o rsa) = jSi, + 2 a' Th (/> + a ^33) = k' 
i3u + 2 a' rii (p + 7 ^22) = 1633 +2 7' ^83 (p + a Cjs) = A;" 

e da qui per un procedimento altra volta usato, ponendo 

di Cii C22 "T" ^ ^22 ^»3 I ^ ^88 ^ii ^^^^ *^ ^ 

risulterà 



// 



<3,, •■= r^^i^ 2 /5 5' r„ — 2 <7 a' (P — c„ O) ecc. 



e sostituendo nella 1.'^ dell'ultimo gruppo i valori di è,-,-, ^u 



( 
( 

donde 



\CS3 / ) 



„ = r + s Cn + Oli (^ + <^] ; «« = r + 8 c„ + Ott \J- + a J ; 



• M 
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Le (Si^is) si possono allora scrivere 



= ('-y- - a» r?,) {e,, - c„) + {^^- - 7'* 4| (c„ - e.) 



-f (^" — <»'*C|J(C,. — fjs) 



— (^ - o» rr, ì (>jo - r„) + 1 -— — a' crJ (c„ — c„) -f 



+ 



\Cll / 



= (^ — ^^ c?,j {r,2 — Cr.) + (^ — "''* <'«) (<^« — ^^'O + 



E 



+ jy^ — '^'* dj (fi. — <•«)• 



da la 1.' da la 2.'' 

^■i - 7" e?, = i? + S e, ; ^- - o'* e?. = 22" + S" e..'; 

Czz p 

■J'i - c'« ci = R' + S'c,ry — - ''^ 4 = R" + S" e,, ; 

Cu Cu ' 

da la 3." 

-^ - -7' 4 = i2"' + .S"" e,, 

Da qui, operando come in un caso precedente 
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ma allora sostituendo e sottraendo la 3." della 2.* colonna dalla 2."^ della 3.* 
colonna si à 

"- (^..3 — c,,) = 
? 

e per essere c„=|=r3, e p=|^0 segue 5 = 0. 

Dalle 9 relazioni soprascritte si ottiene allora 

On --= '^'' ^11 (ci + d — 2 c,j C33) ^ ^'' Cn (c% + ci) — 2 <y'« e., c,^ c„ 
an =^ = cr'* c^ i'cl + cr.) — 2 <?'* e,, e,, e,, 

a^= = 5'^ r„ (cr, + 4) — 2 «'" e, , c„ c,3 

e quindi 

«.I = >• + (p + '^ ^11) '^^'* (4 + 4) ~ 2 (/> + 'J c.i) ^'' c„ C33 ecc. 
Sicché, tenendo conto degli integrali noti e riducendo se 

2T=:la,,x] + 2^' ^ e,, e,, x,y, + 1 c„ y] , [a„ = <?'* c^, (4 -f 4)] 

sarà 

y := 2 ^ * (di — Cj^y x] — S 2 <7 c„ rCj y, + 2ì; y? := cost. 

Questo risultato è dovuto a Stekloff il quale lo presenta sotto altra forma; 
considerando infatti che 

2 'j'' {e,, — c,,y x] = 1 ^'* [cr, + 4 + c?3 -— 2 e,, e,, - 2 C2, di — 



- — 2 Cj, C,i — (Cn - 2 C,, C-ii — ^ C,i Czn)] Xx 

e che 

- 'J' [e?, + 4 + 4 — 2 c„ c„ - 2 Cji di — 2 c„ da] a;? = cost* 

si potrà scrivere 

© = 'j'* ^c,i {e,, — 2 dt — 2 da) -Ci + 2 'j' 2 r„ re, y, — 2 yj = cost. 

Se però noi richiamiamo la forma di 2 T e di y nella prima maniera e so- 
stituiamo alle Cu le ha di stesso indice ed a 'j', — —7^ si vedrà che 2 T as- 

sumera la forma che aveva y nel caso precedente e y la forma di 2 T. 

TI caso di Stekloff e l'altro che già prima di noi aveva trovato per di- 
versa via il LiAPUNOFF son dunque fra loro reciproci. 
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Così ci pare di aver completato Tanalisi. Prima di terminare però no- 
tiamo che se nel risultato di Stekloff si fa C33 = e o' =^ w si ritrova 

un risultato che noi abbiamo già incontrato alla fine del § 2. Ed è curioso 
osservare a questo proposito che mentre il risultato di Stekloff si ottiene a 
condizione che sia fcii=|= fct? = = ^3?, l'altro con tale limitazione non si otter- 
rebbe più, poiché abbiamo visto che essendo ^33 = e ftn =|= ^« =1=^38) ? ri- 
sulta composizione lineare d'integrali noti. D'altra parte non è inutile aver 
trovato quel risultato speciale, perchè esso può avere qualche interesse mec- 
canico. 



Bìcerche sulla varietà cubica generale 
dello spazio a quattro dimensioni e 
sopra i suoi spazi pluritangenti. 



(Di Gino Fano, a Torino.) 



I, 



n questa Memoria vengono trattate alcune questioni di carattere pro- 
iettivo riguardanti la varietà cubica generale (priva di punti doppi) dello 
spazio a quattro dimensioni. Fra altro, vengono completamente determinati 
gli spazi che sono tangenti a questa varietà in 2, 3 o 4 punti diversi, nonché 
le proprietà e i caratteri di alcuni enti a cui quegli spazi danno luogo. Un 
procedimento per la costruzione degli spazi pluritangenti di questa stessa varietà 
è stato dato parecchi anni or sono dal sig. Enriques (*), il quale ne ha anche 
dedotta la valutazione di alcuni dei caratteri sopra accennati; lo stesso pro- 
cedimento, insieme con altri, trova pure applicazione in questa Memoria, ma 
quei caratteri risultano ora modificati (si vegga in proposito quanto è detto 
in una nota al n.® 8). E, in conseguenza, risultano pure modificati alcuni 
caratteri delle varietà cubiche e loro Hessiane, che si trovano neirultima 
parte di un lavoro, di poco posteriore, del sig. Ascione (**). 

1. Sia F' (o brevemente V) una varietà cubica a tre dimensioni dello 
spazio §4, priva di punti doppi. Ogni punto di questo spnzio avrà rispetto 
ad essa una certa quadrica polare; e tutte queste quadriche formeranno un 
sistema lineare <x>\ privo di punti basi. Vi sarà in particolare una triplice 
infinità di punti le cui quadriche polari hanno un punto doppio, cioè sono 



(*) Su[/li spazi lìlurikingenti delle varietà cubiche generali appartenenti allo spazio 
a quattro dimensioni (Giorn. di matern., voi. lU (1803); p. I>l-;^5). 

(**; Sulla IlessiaiiU di uiia carietà nello spazio (t quattro dimensioni (ibid., p. 210-17). 
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coni. Il luogo di questi punti è la varietà Hessiana di F, la quale è del 
5.*^ ordine, ed è anche in pari tempo il luogo dei vertici di quei coni quadrici. 
Anzi — analogamente a quanto avviene nel piano e nello spazio ordinario (*) 
— se la quadrica polare di un punto X è un cono di vertice F, a sua volta Y 
avrà per quadrica polare un cono di vertice X; i due punti X e F si di- 
ranno allora u punti corrispondenti v della varietà Hessiana, e saranno re- 
ciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare (e viceversa). 

La varietà Hessiana di V ha una curva doppia di ordine 20 v**), luogo 
dei punti le cui quadriche polari sono coni di 2.^^ specie. Ciascuno di questi 
punti ha, sulla Hessiana, infiniti corrispondenti : tutti quelli della retta asse 
del suo cono polare; ed è perciò vertice di tutto un fascio di coni del si- 
stema polare. 

La varietà Hessiana incontra V secondo una superficie del 15,^ ordine, 
che si può chiamare la u superficie parabolica n di V. Gli spazi S^ tangenti 
a V nei punti di questa superficie hanno la proprietà caratteristica di incon- 
trare V secondo superficie cubiche con punto do{)pio bii)lanare; e gli spazi 
tangenti a F nei 20.3 = 60 punti comuni a questa varietà e alla curva 
doppia della varietà Hessiana incontrano V secondo superficie con punto 
doppio uniplanare. 

La varietà F è di classe 24, ossia per un piano generico passano 24 
spazi ad essa tangenti. I punti di contatto di questi spazi sono le interse- 
aioni di F colla curva di 8.^ ordine che è base della rete formata dalle qua- 
driche polari dei punti del piano considerato. 

Non insistiamo ulteriormente sopra queste proprietà, perchè esse possono 
riguardarsi come generalmente note. E ci riserviamo pure di considerare in 
seguito come note, quando occorra farne uso, tutte le proprietà fondamentali 
della polarità rispetto alla varietà F. 

2. Una retta generica di Sa è contenuta in una semplice infinità di 
quadriche del sistema polare determinato da F, formanti un fascio. Vi sono 

(*) Cfr. ad es., Salmon-Fiedler, Anali/lische Thcorie dev hòheren ebcnen Curven, 
p. 19'WJl; e: Analf/tìsche Geometrie cles Raiimes, II, p. .'^7-78. 

(*'*) Questa curva si rappresenta analiticamente scrivendo che il determinante Ilesr 
siano di F, che è simmetrico del 5.° ordine, ha la caratteristica tre; e di qui segue ap- 
punto la deterrainifóìone dell'ordine della curva stessa. Per la formola generale applicabile 
a questo caso v. C. Skgre: Gli ordini delle varietà che annullano i determinanti dei vari 
gradi estratti da una matrice (Rend. Lincei (5), IX, 1900). 



■.ì 
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però delle rette particolari, ciascuna delle quali appartiene a un'intera rete 
di queste quadriche; ad esse daremo il nome di rette «speciali» (*). Sopra 
una retta speciale le <x>^ quadriche del sistema polare segheranno soltanto 
una semplice infinità, vale a dire un'involuzione di coppie di punti; e cia- 
scuna di queste coppie farà parte di un gruppo (?,« di 16 punti, base di un 
sistema lineare oo? di quadriche contenuto nel sistema polare complessivo oo*. 
Viceversa, ogni retta la quale congiunga due punti di un tale gruppo G,6 im- 
porrà una sola condizione ulteriore a una delle oo' quadriche passanti per 
questo G,6 la quale debba contenerla per intero; essa apparterrà perciò a una 
doppia infinità di queste quadriche - sarà dunque una retta a speciale n — e 
conterrà, oltre a quella prima coppia di punti, anche ce* altre coppie analoghe, 
appartenenti a altrettanti diversi gruppi G,« . E poiché ogni punto di Si ap- 
partiene a uno e un solo gruppo G,e, così per quel punto passeranno preci- 
samente 15 rette speciali (quelle che lo congìungono ai rimanenti punti del 
medesimo gruppo Gjc); e le rette speciali di tutto^lo spazio Si saranno in nu- 
mero di oo'. 

Le oo* quadriche del sistema polare che passano per una retta speciale 
avranno a comune, oltre questa retta, una curva di 7.^ ordine e genere 3 
avente tale retta per trisecante. Questa curva la chiameremo brevemente la 
tf Ci residua » di quella retta. 

Nello spazio Si (anzi in ogni spazio lineare) le rette contenute nelle oo' 
quadriche di una rete formano un complesso cubico (**). Infatti per ogni 
punto dello spazio passano oo* quadriche della rete, formanti un fascio; le 
rette contenute in queste oo* quadriche sono le corde della varietà ^* base 
del fascio ; e, fra queste rette, quelle che escono dal punto considerato sa- 
ranno le generatrici del cono cubico che da questo medesimo punto pro- 
ietta la <}'*. — Ora nel sistema polare oc* determinato dalla nostra varietà 
cubica V sono contenute oo« reti di quadriche, le quali individuano altrettanti 
complessi cubici di rette; e si vede immediatamente che il sistema oo' delle 
rette speciali è Vintersezione completa di questi oo* complessi cubici (***). 



(*) Enriques, 1. e. p. 32. 
(**) Ossia una varietà rappresentata da un'unica equazione di 3.** grado fra le ordi- 
narie coordinate di retta rik = (jca/k)- 

(***) Qualunque sistema lineare oo* di quadriche dello spazio 64 (anche se non è pre- 
cisamente il sistema delle quadriche polari rispetto a una varietà cubica) dà egualmente 
origine a un sistema cx>^ di rotte « spociali », contenuto in 00^' compitassi cubici. Il sistema 

Annali di Matemniicn^ Serie IH, tomo X. 34 
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Gii spazi S3 polari dei punti di una retta speciale (rispetto alla varietà V) 
formano un fascio, avendo a comune l'intero piano luogo dei punti le cui 
quadriche polari passano per quella retta; e ogni S3 di questo fascio è spazio 
polare di due punti di quella retta. (Invece gli S^ polari dei punti di una 
retta generica hanno a comune soltanto una retta, e inviluppano un cono 
qaadrico di 2.* specie avente quest'ultima retta per asse). 

3. I diversi gruppi (r,6 considerati al n.^ prec. formano nello spazio S4 
un'involuzione /,«; e ciascuno di essi si compone dei poli di un medesimo 
spazio -S- Quando fra questi 16 poli di uno spazio ?3 due (almeno) coinci- 
dono in un punto P, il sistema lineare <x>^ formato dalle quadriche polari 
dei punti di questo S3, per il quale quel Gi^ è gruppo base, avrà in P (al- 
meno) una tangente fissa; e allora, imponendo come tangenti in P tre altre 
rette arbitrarie uscenti da questo punto, si vede che vi sarà nel detto si- 
stema 00* una quadiica avente in P un punto doppio, vale a dire un cono 
di vertice P : sarà dunque P un punto della varietà Hessiana di V (e vi- 
ceversa). 

Ora sopra ogni retta sp(;ciale r vi è un'involuzione di coppie di punti 
contenute rispett. in altrettanti gruppi Gie . Perciò ciascuno dei due punti 
doppi Mj N di questa involuzione coinciderà con uno dei 15 suoi coniugati 
nella /,« (e le <x>^ quadriche del sistema polare che passano per questo punto 
saranno tutte ivi tangenti alla retta r): sicché i due punti M e N sta- 
ranno sulla varietà Hessiana di V. E anzi, poiché questi due punti sono evi- 
dentemente reciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare, essi 
saranno altresì a punti corrispondenti n della Hessiana (n."" 1). — Le rima- 
nenti tre intersezioni di r colla varietà Hessiana (che è del 5.^ ordine) sa- 
ranno i tre punti comuni a r stessa e alla sua CI residua : poiché in ognuno 
di questi punti le cc^ quadriche del sistema polare passanti per r, e quindi 
anche per la CJ, hanno un piano tangente fisso (il piano determinato da r 
e dalla tangente alla CJ), e perciò tutte le <X)' quadriche del sistema polare 
che passano per quel punto vi avranno ancora una tangente fissa. 



analogo (00*) di roU(i nello spa/Jo ordinario (di ordine 7 e classe 3) è stato studiato dal 
Sij^. IIkyk {(Jemnetric (ter Lar/n, :;to Aufl., HI, p. 140 e seg.), e fu incontrato anche da mo 
in altro ricerclie (Xtajve vircrcìtc sulle roìifji'iioize di rette del 't.^ ordine price di linea 
singolare^ Mom. Aco. Torino, sor. II, t. L, It)01 ; § 11). 
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Le cinque intersezioni di una retta speciale colla varietà Hessiana di V 
sono i due imnti doppi delV involuzione segata sopra questa retta dal sistema 
polare di quadriche^ e le tre intersezioni della medesima retta colla sua CI 
residua. 

Questi cinque punti sono in generale distinti. E la retta r sarà tangente 
alla varietà Hessiana in uno dei due punti 3/, N sopra considerati soltanto 
quando la sua C3 residua passa per questo punto. Ci conviene però di dare 
a questa condizione una forma diversa. 

4. Por una proprietà nota delle curve piane e superficie del terzo or- 
dine (*), la quale si estende immediatamente alle varietà cubiche di uno spazio 
qualsiasi, due punti corrispondeìiti della Hessiana di una varietà cubica V 
sono sempre tali che lo spazio tangente alta Hessiana medesima in uno di 
essi è polare delValtro rispetto alla varietà V. Ora, se la retta speciale r 
considerata al n.^ prec. è tangente alla Hessiana p. e. nel punto Jlf, essa dovrà 
stare nello spazio tangente alla Hessiana in questo medesimo punto, il quale 
non è altro che Io spazio polare di N rispetto a F; questo spazio passerà 
allora anche per il punto Nj e questo [)unto starà perciò sulla varietà cu- 
bica V (e viceversa). La quadrica polare di iV, che è un cono di vertice 3f, 
dovrà allora passare per iV, ossia avrà come generatrice la retta r^MN\ 
e questa retta sarà perciò una tangente tripunta di V nel punto N. 

Una retta speciale v^M N è tangente alla varietà Hessiana in uno dei 
due punti Jlf, N sempre e solo quando t'altro di questi due punti sta sulla 
varietà V. La retta r è allora tangente tripunta di V in questo secondo 
punto. 

Più particolarmente, perchè la retta speciale r ^^ M N sia bitangente 
della Hessiana (nei due punti il/, N) sarà necessario e sufficiente ch'essa sia 
in entrambi questi punti tangente tripunta (almeno) della F; e ciò avviene 
soltanto quando essa è contenuta in quest'ultima varietà. 

Le (sole) rette speciali contenute nella varietà V sono bilangenti della 
varietà Hessiana; e la toccano precisamente nei punti doppi delle. involu- 
zioni segate su di esse dalle quadriche del sistema polare (**). 



(*) Salmon-Fikdleu, op. cit.,; v. rispett. p. 106 e p. 378. 

(**) Questa proprietà è l'iniraedìata estensione di Viiiella che riguarda il comporta- 
mento delle rette contenute in una superficie cubica rispetto alla linea parabolica di questa 
superlìcio (Salmon-Fikdlkk, op. cit., p, 390). 
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in pari tempo, il luogo di quei punti di V pei quali coincidono due almeno 
delle sei rette di questa varietà che ne escono. 

6. Dico ora che la rigata 1 testé considerala è utia sviluppabile. 

Ricordiamo perciò che nella varietà cubica generale V e contenuta una 
doppia infinità di rette; e a ognuna di queste ne sono infinitamente vicine, 
sopra V stessa, cx)* altre. Una retta non speciale contenuta in V è tale che 
tutte quelle ad essa infinitamente vicine sono sghembe rispetto ad essa; poiché 
da nessun punto di quella retta esce una seconda retta- di V infinitamente 
vicina alla prima. — Sia invece p una retta speciale contenuta in F; e sia 
77 il piano tangente a V lungo di essa, e P un punto qualunque di p. Si 
consideri poi sopra F, ma fuori della superficie i', un punto P' convenien- 
temente prossimo a F; e questo punto qì faccia tendere alla posizione P, 
muovendosi sopra F con continuità. Allora due fra le 6 rette di F uscenti 
dal punto P' tenderanno alla posizione />; e il fascio da esse individuato 
tenderà al fascio Più), Questo è dunque un fascio (o varietà lineare oc*) di 
rette tangente nell'elemento p al sistema ex' formato da tutte le rette conte- 
nuto in F; e poiché P è un punto arbitrario della retta p, così la varietà 
lineare <x* di rette tangente a quel medesimo sistema nell'elemento p dovrà 
contenere tutti gli oc* fasci -P(-), e non sarà dunque altro che il piano ri- 
gato 77. Siccome le rette di questo piano sono tutte incidenti alla p, cosi po- 
tremo dire che una retta speciale contenuta nella varietà V è invece incidente 
a tutte quelle ad essa infinitamente vicine: queste oo* rette consecutive a p 
sopra V appartengono ai singoli fasci P(7:), cioè escono rispett. dai singoli 
punti di /; e stanno tutte nel piano :: (*). 

Ciò premesso, è chiaro che in una rigata formata da rette contenute 
in F una generatrice qualsiasi sarà generatrice singolare, ossia incidente alla 
consecutiva, sempre e solo quando essa sia retta speciale (nel senso di cui 



(*) Questo fatto è d'accordo con un'osservazione fatta dal Sig. Klkin (L'eber Fldchen 
.7'*'* Onlnunr;, Math. Ann. VE, p. 566) che una superficie cubica di S^ sulla quale due rette 
si facciano avvicinare indefinitamente acquista al limite, sopra queste rette, uno o due 
punti doppi, socondo che tali rette al limite sono sjjhembe, oppure incidenti. Ora lo spazio 
tangente alla varietà V in un punto di una retta speciale tocca quella varietà anche in 
un secondo punto di (juesta retta, e incontra perciò V secondo una superlìcie con due 
punti doppi; mentre Io spazio tangente in un punto di una retta non speciale non può mai 
essere tangente a T' in un secondo punto di questa stessa rotta. 
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al ì\y 5). E nella rigata 2, formata dalle rette speciali p, ogni generatrice 
dovrà appoggiarsi alla successiva; sicché questa rigata sarò appunto una svi- 
luppabile, e. 8. V. d. I piani tangenti di questa sviluppabile, i quali devono 
toccarla lungo le singole rette /;, saranno gli stessi piani z sopra considerati, 
che sono appunto tangenti a V lungo le medesime rette. 

Le cx>* rette speciali contenute in una varietà cubica V formano una ri- 
gata sviluppabile ; e i piani tangenti a V lungo quelle rette sono pure tan- 
genti a questa sviluppabile. Questa sviluppabile si può anche considerare come 
t'inviluppo degli cx,« spazi bitangenti della varietà V (*). 

7. Per determinare l'ordine della rigata sviluppabile 1 conviene pre- 
mettere qualche altra considerazione intorno al sistema ex' delle rette con- 
tenute in una varietà cubica generale (**). E ci proponiamo precisamente di 
determinare Vordine e il genere della rigata formata da quelle rette della va- 
rietà che si appoggiano a un piano generico ;. 

Quanto alFordine, basterà osservare che questa rigata ha la cubica in- 
tersezione del piano l colla varietà V come direttrice sestupla, e che ogiii 
spazio iSs passante per questo piano la incontra ulteriormente secondo 27 ge- 



(*) Si può dimostrerò fuoilmeiito anche por assurdo che la rii^ata ^ deve essere una 
sviluppabile. Intatti per ogni rigata non sviluppabile appartenente a uno spazio superiore 
a N3 esisto, corrispondentemente a ogni generatrice g non singolare, un determinato spa- 
zio iSj elio deve considerarsi come congiungente questa generatrice alla consecutiva (ossia 
ò posizione limite dello spazio ^Sg che congiunge la generatrice (j a un'altra, variabile, che 
si avvicina indelìuitamonte alla prima entro la rigata). In questo particolare S^ sono con- 
tenuti i piani tangenti alla rigata proposta nei singoli punti di ^, i quali formano un fascio 
proiettivo alla punteggiata dei loro punti di contatto. 'Ogni piano di questo fascio è tan- 
gente alla rigata in uno un solo punto di </ ; e ogni altro S^ passante per g non potrà 
contenere che uno solo di questi piani, e non potrà perciò toccare la rigata proposta che 
in un solo punto della generatrice g. Ora, se p ò una generatrice qualunque della nostra 
rigata -, un >*, (jualsiasi passante por il corrispondente piano :r sarà tangente a F, e 
perciò anche a ^, in due punti, in generale distinti, di quella rotta; al variare di quello 
spazio S^ nel fascio r. varioranno pure (juesti due punti di contatto sopra j), contrariamente 
a quanto si ò veduto che deve avvenire per ogni generatrice non singolare di una rigata 
sghemba, 

(**) Questo sistema di rotte ò corto irriducibile: esso potrebbe spezzarsi in due o più 
altri (distinti) soltanto cjuando la varietà cubica su cui giace avesse qualche punto doppio. 
Por maggiori dettagli si veda la mia Nota; Sulle sitper/itne algebriche,,., negli Atti d^Ua 
R, Acc. di Torino, voi. :JU ; KK)I. 
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neratrici (le 27 rette contenute nella superficie intersezione del medesimo S3 
colla varietà V): perciò l'ordine della nostra rigata sarà =3.6 f 27 ^^1=45. 
Per determinarne il genere, osserveremo che su questa stessa rigata, 
considerata come ente algebrico ex* di rette, gli spazi S3 passanti per il 
piano ; segano gruppi di 27 generatrici formanti una serie lineare gU] e in 
questa serie lineare si hanno gruppi con elementi multipli, cioè due almeno 
delle 27 rette coincidono, soltanto quando lo spazio S3 è tangente alla va- 
rietà V {*). Ora di questi spazi tangenti, nel fascio ;, ve ne sono 24 (n.^ 1); 
e in ciascuno di essi vi sono 6 rotte (quelle che passano per il punto di con- 
tatto, ossia per il punto doppio della superficie sezione) che vanno contate 
due volte. In tutta la serie lineare vi saranno dunque 6 .24--- 144 elementi 
doppi; e il genere incognito p della nostra rigata dovrà perc^ soddisfare 

alla relazione : 

2(27 i-/) — l) = 144 

dalla quale si ricava p = 46. 

Le rette eli Una varietà cubica generale che si appoggiano a un piano 
generico formano una rigata di ordine 45 e genere 46. 

Questa rigata si può considerare come l'intersezione del sistema 00^ di 
rette contenuto nella varietà V col complesso lineare singolare formato da 
tutte le rette dello spazio ,^4 che si appoggiano al piano dato. E, più gene- 
ralmente, la rigata intersezione del medesimo sistema <X)* di rette con un 
complesso lineare affatto qualunque avrà anch'essa il medesimo ordine 45 e 
lo stesso genere 46. In altri termini, nello spazio lineare S^ definito dalle 
dieci coordinate omogenee di retta r/^ = (a:,y^) (1 =|= A:; ?, A:=:0, 1, 2, 3, 4) 
il sistema 00^ delle rette contenute nella varietà cubica V si potrà conside- 
rare come una super'fìcie di ordine 45^ a sezioni di genere 46 (**). 

In particolare, se il piano dato | è tritangente a F, ossia incontra questa 
varietà secondo una terna di rette, la rigata J?** delle rette contenute in V 

45 
e incidenti a questo piano si spezzerà in tre rigate di ordine - - = 15. E 

siccome queste rigate hanno a due a due cinque generatrici a comune (delle 



(*) Poiché in uaa superficie di 'AJ* ordine priva di punti doppi le 27 rette sono sempre 
tutte distinte (Klkin, Moni, cit, Math, Atin,^ VI, p. 500). 

(**) I principali caratteri di questa superfìcie sono stati determinati dame in un altro 
lavoro (Sul sistrmn ce* di rette contenufo in Uiin varietà rubina (jfnv*rah' dello spazio a 
quattro dimcusioìà'. Affi della li. Acc. di Torino, voi. 151).'*; 1001). 



260 Fano: Ricerche sulla varietà cubica generale dello spazio 



quali quattro appartengono al punto d'incontro delle loro direttrici rettilinee, 
e una al piano di queste direttrici), così il loro genere p si potrà determi- 
nare valendosi della solita formola che esprime il genere di una curva com* 
posta; in questo caso: 

3^+3.5 — 2 = 46 
da cui 

p' = U. 

Le rette di wia varietà cubica generale che si appoggiano a una qua- 
linique fra queste stesse rette formano una rigata di ordine 15 e genere 11. 

8. L'Jrdine della sviluppabile 1 formata dalle rette speciali contenute 
in V sarà dato dal numero delle sue generatrici che si appoggiano a un 
piano generico, ossia dal numero di quei punti della curva di 3.® ordine x*» 
intersezione di questo piano colla varietà F, pei quali coincidono due delle sei 
rette di V che ne escono. Ora le ex* rette di V che si appoggiano a quel piano, 
e quindi alla curva /', formano una rigata di genere 46; e in questa rigata 
le sestuple di rette uscenti dai singoli punti di ^^ formano un'involuzione el- 
littica Isj della quale si domandano gli elementi doppi. 11 numero di questi 
elementi è dato dalla formola di Zeuthen-Segre (*): 

y-=2(y-i)-2^(2)-i) 

per /A == 6, p = 1, ;/ = 46 ; onde y = 90. 

La sviluppabile - è dunque di ordine 90 (**}. E vi saranno perciò 

*- zuz 30 sue generatrici che si appoggiano a una qualsiasi retta non speciale 

contenuta in V. — Nella rigata di ordine 15 e genere 11 formata da tutte 



(*) Zeuthen: Souvelle démonstration,,, (Math. Ann. Ili, p. 150); Segue: Introduzione 
alla geometria sopra un ente algebrico semplicemeìite infinito (Ann. di Mat., ^er. II, t. 2'2 ; 
n.^ 40). 

(**) Il Sig. Enriques nella Mena. cit. (p. :i2) trova che questa supeì'ficie è di ordine 120. 
Ma nella corrispondenza (20, 20) da lui considerata sulla retta non speciale r sono punti 
uniti anche le 5 intersezioni di r colla varietà Hessiana, per ciascuna delle quali due delle 
rimanenti rette di T' clie ne escono stanno in un medesimo piano per r ; e ciascuna di 
(pioste intersozioiii assorbe due coincìdonzo. Perciò sono soltanto 40 — 5.2=^50 le coin- 
cidenze dovuto a retto s[)Ociali clie si appoijgiano ad r. 
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le rette di V che si appoggiano a questa retta non speciale i gruppi di 5 

generatrici uscenti dai singoli punti della direttrice rettilinea formano una 

serie lineare ^i, della quale quelle 30 generatrici di 1 sono precisamente i 
2 (5 + 11 — 1) z:= 30 elementi doppi. 

9. L'ordine della sviluppabile 2 &i può determinare anche per un'altra 
via, la quale permette di trovarne in pari tempo il genere. 

Le quadriche polari (rispetto a V) dei punti di un piano qualsiasi | for- 
mano una rete, e le rette contenute in tutte queste quadriche formano a lor 
volta un complesso cubico r, contenente tutte le oc' rette speciali (n.° 2) e 
perciò anche le oo^ generatrici di 1, D'altra parte una retta non speciale 
contenuta in V appartiene a un solo fascio di quadriche del sistema polare; 
e queste sono precisamente le quadriche j)olari dei punti della retta mede- 
sima. Perciò le rette contenute in pari tempo nella varietà V e nel com- 
plesso r saranno generatrici di 2, oppure dovranno appoggiarsi al piano |. 
E poiché queste ultime formano una rigata di ordine 45 fn.® 7), così 1 sarà 
di ordine 3.45-45 = 90. 

La rigata (sviluppabile; 2 j)uò dunque segarsi dalla varietà cx^ delle rette 
contenute in F, e in infiniti modi, mediante un complesso cubico passante 
])er l'intersezione della medesima varietà ex* con un complesso lineare di 
rette. Essa appartiene dunque al sistema lineare doppio di quello che sulla 
stessa varietà ex' segano i complessi lineari di rette; e siccome quest'ultimo 
sistema è di ordine 45 e genere 46, così il primo sarà di genere 

2.46 + 45 -1 = 136. 

Questo stesso sarà dunque, in generale, il genere della rigata (sviluppabile) 2; 
e lo sarà certo fin tanto che essa non abbia elementi doppi. 

Ora una generatrice doppia di 2 non potrebbe essere (come si vede im- 
mediatamente) che una generatrice di regresso, tale quindi che per ogni suo 
punto non soltanto due, ma tre delle rette di V che ne escono vengano con 
essa a coincidere. Allora tutti gli ^3 bitangenti a V in punti di questa retta 
segherebbero V secondo superficie con due punti doppi biplanari (perchè in 
questo caso soltanto la retta che congiunge i due punti di contatto conta per 
ciascuno di essi come tre fra le sei che ne escono), e V ammetterebbe lungo 
quella retta un piano osculatore fisso (ossia un piano che l'incontra secondo 
tale retta soltanto, contata tre volte). E l'enumerazione delle costanti ci mo- 

Annali di Matamntifui, Serie HI, tomo X. 35 
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stra facilmente che sopra una varietà cubica generale non esistono rette cosi 
fatte (*). 

Concludiamo pertanto: Sopra una varietà cubica generale le <x* retle 
speciali formano una rigata sviluppabile di ordine 90 e genere 136. 

10. Si può determinare facilmente anche l'ordine della varietà a tre 
dimensioni formata dagli <x* piani tangenti "^ della sviluppabile 2. Esso è 
dato infatti dal numero di quei piani r che si appoggiano a una retta ge- 
nerica 5, ossia dal numero degli spazi bitangenti che passano per questa 
rotta. Ora gli spazi tangenti a F e passanti per la retta s hanno i loro 
punti di contatto sulla superficie y* base del fascio formato dalle quadriche 
polari dei punti di 5 medesima; e perciò quelli fra essi che sono bitangenti 
a V avranno i punti di contatto nelle intersezioni di questa superficie c< 
colla sviluppabile 2, le quali sono in numero di 4 . 90 = 360. Saranno dunque 

' =180 gli spazi bitangenti che passano per 5; e questo sarà pure Tor- 

dine della varietà a tre dimensioni formata dai piani ;:, tangenti alla svi- 
luppabile 2. 

Questa varietà avrà a comune con V una superficie di ordine 3 . 180 = 540, 
della quale farà parte la sviluppabile 2^ contata due volte, poiché essa 6 
doppia per la varietà formata dai piani r,. La parte residua, di ordine 360, 
»arà la rigata luogo di quelle rette di V che sono a coniugate tj (cfr. n.® 5) 
delle rette speciali ;?; e questa nuova rigata non sarà in generale una svi- 
luppabile, perchè una sua generatrice qualunque non potrà essere incidente 
alla consecutiva, a meno di non essere anch'essa una retta speciale (n.® 6). 

11. Dello spigolo di regresso q della sviluppabile 2 si conoscono ora 
ire caratteri: il genere 136; il primo rango^ ossia l'ordine =90 della rigata 
sviluppabile formata dalle sue tangenti; e il secondo rango, ossia l'ordine = 180 



(♦) Infatti l'imporre a una varietà cubica di incontrare un dato piano secondo una 
rnttix assegnata, contata tre volte, equivale a 9 condizioni lineari (come se si trattasse di 
una data cubica piana qualsiasi); e perciò una varietà soddisfacente a queste condizioni 
<lipende ancora da 34 — 9 = 25 parametri. D'altra parte la scelta di quel piano, in S^y di- 
[Hindi da 6 costanti, e la scelta della retta nel piano da altre 2 costanti; sicché, comples- 
sai v.nn'»/it<», una varietà con piano osculatore fisso lungo una retta dipenderà soltanto da 
<; r • 1 ?r* «=a M3 parametri, montro lo varietà ciiì)iclìe di S^ sono in numero di 00^. 
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della varietà formata dai suoi piani osculatori, cioè dai piani tangenti di questa 
sviluppabile. 

Indicando pertanto con m l'ordine della linea a, e con i3 il numero delle 
sue cuspidi, avremo le due relazioni (*) : 

2(w + 136 — D — 5 -=90 

3 im + 2 . 136 — 2 ) - 2 /3 = 180 

dalle quali si ricava m = 270, /S = 720 (e questi valori risulteranno anclie 
confermati in seguito per altre vie; cfr. n.* 12 e 19). 

Lo spigolo di regresso- a"^ si potrà considerare come il luogo delle in- 
tersezioni delle coppie di rette speciali p consecutive, e sarà perciò il luogo 
di quei punti di V pei quali non soltanto due, ma tre delle sei rette che ne 
escono sono venute a coincidere colla corrispondente p (ivi tangente a i). E 
per ognuna delle 720 cuspidi di ^ coincideranno colla p, che sarà la tangente 
cuspidale, quattro delle medesimo sei rette. D'altra parte una superficie cu- 
bica dello spazio ordinario la quale abbia un punto doppio tale che le 6 rette 
di essa uscenti da questo punto non siano tutte distinte ha anche un secondo 
punto doppio (che può essere infinitamente vicino al primo) sopra ognuna di 
queste rette la quale conti come due almeno fra le 6, e anzi, quando vi 6 
una retta che conta come tre o quattro fra le 6, questo secondo punto doppio 
è un punto biplanare, rispett. del tipo Bz o B^ di Schlaefu (**) (ossia che pro- 
duce un abbassamento rispett. di tre o quattro unità nella classe della su- 
perficie). Concludiamo pertanto : 

Lo spazio S3 tangente a V in un punto della curva 0"° tocca questa 
varietà anche in un secondo punto^ appartenente alla medesima retta spe- 
ciale p, e tale che la superficie sua intersezione con V ha in questo secondo 



(*) Skiìke: Mem. cit. Introduzione alla ycometria.,.^ n.** 42-43. La linea a non avrà, 
in {^onerale, alcun flesso ; porcile la tangente ad essa in un tale punto sarebbe generatrice 
di re^^resso della sviluppabile ^, di queste generatrici abbiamo veduto che in generale 
non ve ne sono (n.'* 0), 

(**) ()n the dislriùiUion of surfaces of the Unni ordcr into Species,,* (Phil. Trans. 1863, 
p. llKi e seg.). Le proprietà sopra enunciate si deducono tutte facilmente dall'esame dei 
diversi casi di superficie con punti doppi considerati nella Memoria di Sciilaefli, oppure 
anche dalla rappresentazione piana di ({ueste superficie ottenuta mediante proiezione dal 
primo punto doppio. 
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punto un punto doppio biplanare. Più particolarmente, se il punto conside- 
rato sulla curva ^ è una delle sue 720 cus^pidi, questo punto doppio bipla- 
nare sarà del tipo i?4, cioè di quelli che equivalgono a una coppia di punti 
doppi conici infinitamente vicini (sicché lo spazio -^S dovrà allora considerarsi 
come un particolare spazio tritangente, con due punti di contatto infinita- 
mente vicini; cfr. n.° 18). 

Lo spazio Sa tangente a F in un punto della curva a"'<» coincide altresì 
collo spazio osculatore a questa curva in quel medesimo punto, perchè en- 
trambi possono considerarsi come determinati da una coppia di piani tan- 
genti - consecutivi della sviluppabile 2. Tra questi Sg, quelli che passano 
per un ]mnto dato qualsiasi avranno i loro punti di contatto nelle interse- 
zioni della linea <7 colla quadrica polare di questo punto, le quali sono in 
numero di 2 . 270 = 540. La curva e è dunque di classe n = 540 ; valore 
che è confermato dalla formola : 

n = 4 (m + 3 p — 3) - 3 /3 

dove, come già sappiamo, m = 270; p=:136; /3 = 720. 

Gli spazi S3 iperosculatori alla curva a"" saranno elementi doppj (di re- 
gresso) della varietà oc* formata dagli S3 osculatori a questa stossa curva. 
Ora, perchè lo spazio *^3 osculatore a a in un punto P conti rispetto a ogni 
suo punto come due fra i 540 spazi osculatori che ne escono, è necessario e 
sufficiente che per le quadriche polari di tutti i suoi punti due (almeno) delle 
540 intersezioni con 1 coincidano in P. Ciò avviene certamente per ognuna 
delle 720 cuspidi di a ; sicché lo spazio S3 osculatore a a in ognuna di queste 
cuspidi sarà un elemento stazionario della varietà ce* degli spazi opculatori 
medesimi (e il carattere comune di questi punti singolari sarà espresso dai 
numeri 1 = 2, f 1 = 3, 1*2 = 4, «3 = 6 (*)). All'infuori di questo caso, la con- 
dizione sopra accennata non sarà verificata se non quando quelle 00' qua- 
driche risultino tutte tangenti alla curva a-'° nel punto P, e abbiano perciò 
in questo punto una tangente fissa; sicché questo punto dovrà appartenere alla 
varietà Hessiana (n.* 3). 11 numero y. di questi punti semplici, nei quali la 
linea q ammette uno spazio iperosculatore, sarà dato dalla relazione: 

a = 5(m + 4j>-~4) -5/3 --5 (270 + 4. 135 — 720; = 450 



(* Skgre, MeiD. cit., n." lo. 
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e vedremo in seguito (uJ* 13) che queste sono anche le sole intersezioni (di- 
stinte) della linea 7 colla varietà Hessiana. 

12. Proponianìoci ora di determinare come sia composta la curva in- 
tersezione della sviluppabile 1^^ colla varietà Hessiana. 

Ricordiamo perciò che ogni generatrice p della sviluppabile I^" è tan- 
gente alla Hessiana nei due punti doppi 3/, N dell'involuzione segata su di 
essa dalle quadriche del sistema polare (n.*^ 4), e incontra perciò questa va- 
rietà in un solo punto ulteriore R (*). L'intersezione di 1^^ colla varietà Hes- 
siana si comporrà dunque di due parti distinte : una linea di contatto a, luogo 
dei punti M e N delle singole generatrici; e una linea p di semplice inter- 
sezione, luogo dei punti R (**). 

L'ordine della linea y. si può determinare per mezzo della considerazione 
seguente (♦**). Sia h una sezione iperpiana generica della rigata P^ Ogni 
punto di essa avrà sulla medesima generatrice p che lo contiene uno e un 
solo punto suo coniugato nell'involuzione 7,6 ; e la linea l luogo di questi 
nuovi punti sarà anch'essa di ordine 90, poiché le due linee l e / , coniu- 
gate fra loro punto per punto nella /.«, dovranno essere incontrate da cia- 
scuna quadrica del sistema polare in un medesimo numero di punti, e avranno 
perciò lo stesso ordine. Segue da ciò che queste due lineo avranno 90 punti 
a comune — le intersezioni di l collo spazio S3 contenente la linea / — ; 
e questi 90 punti, che saranno punti M N ài altrettante generatrici p, sa- 
ranno tutte e sole le intersezioni della curva fx collo spazio S^ sopra accen- 
nato. La curva a è dunque di ordine 90. 

Ora l'intersezione complessiva della superficie 2^" colla varietà Hessiana 
deve essere di ordine 90 . 5 = 450; e la linea /j% essendo loro linea di con- 
tatto, va contata due volte come parte di questa intersezione. L'intersezione 
residua p sarà perciò di ordine 450 — 2 . 90 = 270. 

La sviluppabile Z*'^ e la varietà Hessiana si toccano lungo una linea di 



(*) Questi tre punti M, Nj li sono anche le intersezioni della stessa retta i) colla 
sua CI residua (cfr. n.* 3-J). 

(**) Di questa intersezione non fa parte, in generalo, nessuna generatrice p: poiché, 
se ciò avvenisse, tutti gli ^^3 bitangenti a F in coppie di punti di questa retta incontre- 
rebbero V secondo superiicie con due punti doppi biplanari, e vi sarebbe por conseguenza 
lungo la stossa retta un piano osculatore fisso; il che, in generale, non avviene (n.® 0). 
(***) Enriques, Meni, cit., p. 'M, 
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ordine 90 Ouogo dei punti doppi delle involuzioui che le qaadriche del si- 
stema polare segano sopra le rette p), e si incontrano ulteriormente secondo 
una linea di ordine 270. 

Gli spazi Si tangenti a V in punti (M o N) della linea /x'* si potranno 
considerare come spazi bitangenti coi due punti di contatto infinitamente vi- 
cini sopra la corrispondente retta p\ essi segheranno F secondo superficie con 
un punto doppio biplanare del tipo B^^ i cui due piani tangenti passeranno 
entrambi per la retta p. Invece lo spazio tangente in un punto R della linea p 
toccherà V in un secondo punto P, in generale distinto da /?, che sarà 
precisamente il coniugato armonico di R rispetto ai due punti M^ N della 
medesima generatrice p\ e segherà V secondo una superficie che ha in R un 
punto doppio biplanare (in generale del tipo B^ e in P un punto doppio conico. 
Perciò tre delle 6 rette di F che escono da questo punto P dovranno coinci- 
dere colla p^iPR^ ossia il punto P starà sullo spigolo di regresso a"'^ (n/ 11). 
Concludiamo pertanto: 

Gli spazi Sz tangenti a V nei singoli punti di una delle due linee p*"'^ 
e a"" hanno tutti un secondo punto di contatto con V sull'altra di queste due 
linee (e sulla medesima retta p). Queste due linee sono coniugate nell'invo- 
luzione Ito] ogni punto dell'una ha uno e un solo coniugato sopra l'altra, e 
in questi due punti coniugati la varietà F ha sempre un medesimo 5s tan- 
gente. Lo stesso ragionamento applicato poc'anzi alle due linee lei permet- 
terebbe di concludere che anche p e 7 devono avere il medesimo ordine; e 
si ha in ciò una conferma dei risultati precedenti. 

Le proprietà note di una superficie cubica con un punto doppio conico 
e un punto biplanare permettono altresì di affermare che la retta coniugata 
di una retta speciale p (n.® 5) si appoggia a quest'ultima nel suo punto R 
(ossia in quel punto che è intersezione semplice di p colla Hessiana). 

13. Ogni punto K comune alla linea ^"° e alla varietà Hessiana di V 
dovrà appartenere alla curva intersezione complessiva della sviluppabile 1^^ 
con quest'ultima varietà, e perciò a una almeno delle due linee p,^^ e p*'®; 
anzi a entrambe queste linee, perchè sopra la retta p che contiene quel punto 
(facendo uso delle solite notazioni) la quaderna di punti MNRK deve es- 
sere un gruppo armonico, e perciò K non può coincidere né con i?, né con 
uno (lei |)unti M o iV, senza che avvengano l'una e l'altra cosa in pari tempo. 
Lo spazio iSì tangente a V in uno di quei punti K incontrerà F secondo una 
superficie con un [)unto doppio biplanare del tipo B:, (ohe può considerarsi 
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come proveniente (lall'avvicinarsi indefinitamente di un punto doppio conico 
e di un punto bi planare del tipo £3). 

Ora le intersezioni della curva ^"^ colla varietà Héssiana sono comples- 
sivamente in numero di 270.5 = 1350.^ In ognuna di queste intersezioni la 
retta p tangente a o"'^ è tangente tripunta della varietà Héssiana (perchè 
sono venute a coincidere su di essa l'intersezione R e uno dei punti di con- 
tatto Mj N)] e il piano ti osculatore a a e anch'esso tangente alla Héssiana, 
perchè contiene, oltre alla ;>, le tangenti nel medesimo puìito alle linee 11 e p 
contenute nella Héssiana (le quali tangenti sono certo distinte da p). In cia- 
scuno di questi punti la linea ^"'^ e la varietà Héssiana avranno perciò un 
contatto di 2.® ordine (*); e il numero delle loro intersezioni distinte sarà sol- 

1350 
tanto - - =450, ossia non vi saranno altre intersezioni all' infuori di quelle 

già considerate al n.*^ 11. 

Possiamo dunque dire, riassumendo : La curva 0"^ ha a comune colla 
varietà Héssiana 450 punti (in generale distinti), in ciascuno dei quali essa 



(*) Nello spazio S^ una linea e una superficie hanno in un punto, semplice per en* 
tranoibe, un contatto che è certo di 2.** ordine (almeno) quando la tangente alla linea è tan- 
gente principale della superficie e il piano osculatore alla lìnea coincide col piano tangente 
della superficie — quando cioè, in altri termini, la linea sì comporta nello vicinanze di 
quel punto come un'asintotica della superficie — ; avvertendo inoltre che (juesta condizione 
è bensì sufficiente perchè vi sia un contatto di '2.^ ordine, ma non è certo necessaria. 

Infatti, in coordinate cartesiane, una superficie passante per T origine delle coordi- 
nate, tangente in questo punto al piano ^ = 0, e avente per tangente principale la retta 
2/=^=0, si può rappresentare, nelle vicinanze dell'origine stessa, con un'equazione del 
tipo : 

dove i termini non scritti sono di grado superiore al secondo. E una lìnea passante (sem- 
plicemente) per l'orìgine, ivi tangente alla retta y ^ z =0 e osculatrice al piano ^=0, 
si può rappresentare parametricamente, nelle vicinanze dello stesso pimto, colle equazioni : 

a; = a p + ai p2 + . . . // = pj p« + . . . ^ = y^ p3 ^ . _ 

Sostituendo ora queste espressioni nell'equazione precedente, si ottengono soltanto termini 
contenenti p ad esponente ^J5; sicché l^origine assorbirà tre almeno delle intersezioni di 
questa linea colla superficie proposta, e. s. v. d. 

Similmonto si proverebbe che, nello spazio *S'4, una linea e una varietà A/g hanno in 
un punto, semplice per entrambe, un contatto almeno dì *J." ordine ogni qual volta la tan- 
gente alla linea è tan.:2:onte tripunta della A/3 e in pari tempo il suo piano osculatore è 
tangente a questa iV/g. 
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è osculatrice a quesVnltima varietà. Gli spazi S^ tangenti a V in questi punti 
sono iperosculatori a ^^ e incontrano V secondo superficie con punto doppio 
biplanare del tipo B^ . 



Spazi tritanqenti. 

14. La sviluppabile P^, già considerata ai n.' 6 e seg., ha una curva 
(lopj)ia 7, luogo delle intersezioni di coppie di generatrici ;) (non consecutive). 

Le rette della varietà V che si appoggiano a una retta speciale p for- 
mano anch'esse (n.^ 7) una rigata di ordine 15 e genere 11 ; però da ogni 
punto della direttrice rettilinea considerala escono soltanto 4 generatrici vari.a- 
l)ili di questa rigata, formanti i gruppi di una serie lineare jiri. Questa serie 
lineare avrà dunque 2(4 + 11 — 1)=^28 elementi doppi, che saranno costi- 
tuiti da altrettante rette speciali p. Vale a dire : Ogni retta speciale p con^ 
tenuta nella varietà V si appoggia a 28 altre rette consimili; ovverosia: 
La sviluppabile i^" ha (all'infuori dello spigolo di rt^gresso) una curva doppia 
che incontra ogni sua generatrice in 28 punti. 

Ora, quando da un punto X della varietà V escono due diverse rette 
speciali Pj p \ lo spazio S^ tangente a F in quel punto dovrà toccare questa 
varietà anche in un secondo punto di ciascuna di queste due rette; esso sarà 
dunque uno spazio tritangente^ e la congiungente di questi due ulteriori punti 
di contatto (in generale distinti da X) sarà una terza retta speciale p", con- 
tenuta nel piano })p\ Perciò le 28 rette speciali incidenti' a p dovranno di- 
stribuirsi a coppie in 14 piani passanti per p. 

Nel fascio formato dagli spazi biiangenti a V in coppie di punti di una 
retta speciale p vi sono 14 spazi tritangentij ciascuno dei quali tocca la va- 
rietà V anche in un terzo punto, non appartenente in generale a quella retta. 
Questi tre punti di contatto apparterranno sempre alla curva doppia y della 
sviluppabile 1^\ 

15. A quest'ultimo risultato si ]mh arrivare anche per mezzo di altre 
considerazioni (*), le quali ci permetteranno pure di determinare l'ordine della 
curva y. 



(*) Enriques, Mem. cit , p. 3-3. 
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Sia p una retta speciale contenuta nella varietà F, e tt il piano tangente 
fisso lungo di essa comune a questa varietà e alla sviluppabile 1^^ Ogni 
spazio S2 del fascio :: sarà bitangente a F in punti della retta p\ e avrà due 
dei propri poli in questi suoi punti di contatto, e i rimanenti 14 sulla 
curva Ci u residua ?» di p (n." 2). Questo spazio sarà dunque tritangente a V 
ogni qual volta uno dei 14 suoi poli ulteriori apparterrà a V stessa — senza 
però cadere, in generale, sopra p — ; e il numero degli spazi tritangenti 
contenuti nel fascio r sarà dato perciò dalle intersezioni della varietà V colla 
curva Ci sopra accennata, escluse quelle che appartengono alla retta p. 

Ora la retta p è una (anzi Tunica) trisecante di questa curva CJ, e l'in- 
contra precisamente nei tre punti, in generale distinti, che essa p ha. a co- 
mune colla varietà H^ssiana, e che al n.^ 12 abbiamo indicati colie lettere 
J/, Nj H. Ciascuno di questi sarà un punto comune alla CI e alla varietà F; 
e anzi in ciascuno di essi la CI è certo tangente a F. Infatti la tangente a 
CJ in uno qualunque di questi punti è pure tangente, nel medesimo punto, 
alla quadrica polare di tale punto (la quale passa per C3), e perciò anche 
alla varietà F (la quale è ivi tangente a questa quadrica). Dico ancora, di più, 
che nel punto R la CI ha con F un contatto di 2.^ ordine. Infatti il piano r 
incontra la varietà V secondo una cubica composta della retta p contata due 
volte e di una retta ulteriore passante per R (n.^ 12): perciò le quadriche 
polari dei punti dì n incontreranno questo stesso piano secondo coniche com- 
poste della retta p come parte fissa e di una retta ulteriore, variabile, passante 
anche per B; esse saranno dunque tutte tangenti al piano tt nel punto i?, e 
non vi avranno fuori di questo piano altri elementi tangenti a comune (*). 
Di qui si trae che la tangente in R alla linea CJ, la quale insieme alla retta 
p è curva base di quella rete di quadriche, dovrà stare nel piano tt, e sarà • 
perciò una tangente tripunta della varietà F. Per assicurarsi dunque che 
la CI abbia in R un contatto di 2.^ ordine con F, basterà far vedere (cfr. 
n.® 13) che il suo piano osculatore in i? è contenuto nello spazio S^ ivi tan- 
gente a F; e ciò sarà verificato analiticamente al n.° seg. 

Pertanto, delle 3.7 = 21 intersezioni della nostra CI colla varietà F, 
tre cadranno nel punto R e due in ciascuno dei punti 3f, N] ne rimangono 
dunque, fuori di questi punti, ossia fuori ùi p^ 21 — (3 + 2 . 2) = 14; e. s. v. d. 



(*) Se no esse avrebbero tutte in R il raoJosimo .Sj tangente; ed ò facile verificare 
che ciò non avviene. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. iitì 
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16. Dalla Mem. cit. di ScnLAEFLi (p. 216-17) risulta che all'equazione 
di una superficie eubica dello spazio ordinario con un punto doppio bipla- 
nare (del tipo generale ^3) e un punto doppio conico si può dare la forma: 

Xi ^3 3^4 + ^l 3*3 + {aXi -\- r,) (b Xi + Xi) {e Xi + r,) = 

dove a, è, e sono certe costanti, e i due punti doppi cadono rispett. nei due 
punti fondamentali [4] e [3]. 

Segue da ciò che una varietà cubica dello spazio 54, la quale dallo spazio 
To = sia incontrata secondo una superficie cosi fatta, si potrà rappresentare 

coir equazione : 

a^o / + ^1 ^3 2:4 + a:* o'a + y = 

dove f^ 21 ^«k ^i ^^ ^ ^^^ forma quadratica, coi coefficienti a^^ e «44 diversi 


da zero se la varietà non ha punti doppi; e 9 indica per brevità il prodotto 
(a Xi + aro) (6 .r, + Xt) {e Xx + ^t)- U piano a^o = x, = è tangente alla varietà 
lungo V intera retta speciale .To =^ a:, =^ rrj = 0, e la incontra ulteriormente se- 
condo la retta XQ^=^Xi-=^Xt -]- Xz^^ 0. 

Designando con indici le derivazioni rispetto alle diverse variabili, si vede 
che le quadriche polari dei punti del piano ro = a:i^=0: 

^'ì (a-o A + 2 a:, a-3 + y,) + x\ [x^ U + a^i a^i + a?ì) + x\ {x^ /i + x, ar») =0 (1) 

sono tutte tangenti nel punto fondamentale [4] a questo medesimo piano; e 
formano una rete, la cui curva base si compone della retta a^o = ari = ajg = 
e della sua C\ residua. Ogni spazio Sz passante per il piano rro = a:, = in- 
contrerà questa CI nel punto [4] ^ 7? da contarsi due volte almeno (perchè 
la C\ è tangente a quel piano), nei punti 3f, 'N (n.^ 12) della stessa retta 
speciale ar^ rr=i a^^ =: Xo ^== 0, e in generale in altri tre punti. Ma uno di questi 
ultimi punti verrà a coincidere con [4] ogni qual volta lo spazio suddetto con- 
terrà il piano osculatore alla C\ in [4] stesso: dico che ciò avviene precisa- 
mente per lo spazio a^o = tangente in [4] alla varietà proposta. 

Infatti la rete di quadriche (1) viene incontrata dallo spazio aro^^^O se- 
condo la rete determinata dalle tre quadriche: 

2 aTj ara + ?2 ^= ; ar, a;4 + 'A = 5 ar, arg = (2) 

delle quali le prime due sono coni colla generatrice a'i^argi^O a comune, 
ma piani tangenti diversi lungo questa generatrice: essi ai incontrano dunque 
ulteriormente secondo una cubica passante per i loro vertici e che nel ver- 
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tice [4] del primo cono è tangente al piano rr, = 0. Perciò dei due piani 
jri=0 e Xs ::=: che insieme costituiscono la terza delle quadriche (2) il primo 
non avrà a comune colla cubica nessun punto fuori della retta a^i =:= ar, = 0, e 
il secondo ne avrà soltanto due. Dunque lo spazio 3*0 = incontrerà la CI sopra 
considerata, fuori della retta Xo = Xi=Xt = 0, soltanto in questi ultimi due 
punti; dal che segue la verità di quanto avevamo affermato. 

17. Al variare della retta speciale p nella sviluppabile P^ di cui essa 
è generatrice, la sua Ci residua descriverà una certa superficie Fy luogo di 
tutti quei poli degli oo^ spazi bitangenti di V che cadono fuori dei rispettivi 
punti di contatto. Per determinare T ordine x di questa superficie, basterà 
osservare che la sviluppabile 2*^ ha a comune con due quadriche generiche del 
sistema polare 2 . 2 . 90 punti, i quali si ripartiscono in 2 . 90 coppie di punti 
coniugati nella Jj^; e che le stesse due quadriche dovranno avere a comune 
colla superficie F^ un egual numero 2 . 90 di gruppi di 14 punti, costituenti 
insieme con quelle coppie altrettanti gruppi completi dell'involuzione 7,6. Dovrà 
dunque essere 4 a= 2 . 90 . 14, ossia a: = 7 . 90 = 630. 

L'intersezione di questa superficie F''*^^ colla varietà V conterrà come 
parti le curve ii^^ e p*'^ considerate al n.^ 12, luoghi rispett. dei punti Me N 
e dei punti R delle singole rette p (i quali appartengono alle Ci residue di 
queste />, e perciò anche alla superficie F). L'intersezione residua di J^ e V 
sarà la curva luogo di quei poli ulteriori degli spazi bitangenti che appar- 
tengono ancora a F, ossia luogo dei punti di contatto di tutti gli spazi trilan- 
genti a V. Quest'ultima curva coinciderà perciò colla curva doppia y della 
sviluppabile 1^^, già considerata al n.° 14. 

Consideriamo pertanto la curva Ci residua di una p generica, e faccia- 
mola variare insieme con questa p descrivendo l'intera superficie i^'"•^^ I punti 
3/ e y di quella retta p^ che sono comuni alla CJ e alla varietà F, descri- 
veranno simultaneamente la curva a^'^; e siccome in tutti questi punti la 
curva Ci risulta tangente a F (e non alla fx (*)), così la superficie i<^'-'^° sarà 
anch'essa tangente a V lungo l'intera curva ^^^. Similmente il punto 12, altra 
intersezione della linea CI colla retta p e colla varietà F, descriverà la 
curva /s"0; e poiché la Ci è sempre osculatrice a F in questo punto B 



(*) Infatti la tangente alla curva {x, che è contenuta nella sviluppabile 2^, deve 
stare nel piano ti tangente a questa sviluppabile; mentre invece le tangenti alla CJ nei 
punti 3/ e N non stanno in questo piano. 
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(uJ 15-16) senza essere ivi tangente alla p (*), così la superficie /' generata 
iallii CI risulterà osculatrice a V lungo l'intera linea p*"^ Dairintersezione 
complessiva della superficie f^*^ colla varietà F, la quale è di ordine 3.7. 90, 
M staccano dunque la curva (x^^ contata due volte e la curva p^*'* contata tre 
volte; perciò la parte residua /.sarà di ordine: 

3 . 7 . 90 — 2 . 90 — 3 . 270 = 10 . 90 = 900. 



( 



La sviluppabile 1^^ ha una curva doppia y di ordine 900, che è il luogo 
dei punti di contatto degli spazi tritaìigenti della varietà V (**). Ognuno di 
questi spazi tritangenti ha i suoi tre punti di contatto sulla curva y^^'\ e le 
tre rette che uniscono questi punti a due a due sono rette speciali p. Ogni 
punto semplice della curva y è vertice di uno e un solo di questi a triangoli 
di contatto i»; invece ogni retta p è lato di 14 fra questi triangoli (n.** 14). 

La tangente alla linea '/*^" in un suo punto qualunque sarà Tintersezione 
dei due piani - tangenti alla sviluppabile i.^' (e quindi anche a V) lungo le 
due rette p uscenti da quel punto. 



(*) Poiché la linea p è intersezione (parziale) della sviluppabile 2^^» colla varietà 
llessiana, la sua tangente in un punto qualunque sarà l'intersezione del piano e dello 
spazio >3 ivi tangenti rispettivamente a queste due varietà. Nel sistenaa di coordinato di 
cui abbiamo già fatto uso al n.^ 16, la tangente alla linea p nel punto /? = [4] è rappre- 
sentata dalle equazioni Xq = a^j = i^ x^ + ^^ = 0; mentre la tangente nel medesimo punto 
alla C] residua della retta Xq =; a-j = a?, = ha per equazioni 0*0 = ^^1 = li x^ + 2 a;, = 0. 
(**) L'ordine = IKX) di questa curva ^ risulta confermato dall'osservazione seguente. 
Una sezione iperpiana generica della sviluppabile 2^ sarà una curva dello spazio S^ dì 
ordine 00 e di genere 136, con 270 cuspidi (nelle intersezioni dello spazio segante collo 
spigolo di regresso a"0) e un punto doppio in ognuna dello intersezioni del medesimo 
spazio colla curva y. D'altra parte la sviluppabile 1^, come superficie contenuta in una 
varietà cubica priva di punti doppi, deve essere l'intersezione completa di questa varietà 
con un'altra varietà, di ordine 30 ^cfr. la mia Nota: Sulle stiperficie algehnche contenute 
i,i ìina varietà cubica dello spazio a quattro dimensioni; Atti Acc, di Torino, voi. 39, 1901) ; 
<» perciò ogni sua sezione iperpiana sarà intersezione completa di due superficie rispetti- 
vamente (li 3" e di 30^ ordine dello spazio ^3. Ora la curva intersezione generale di una 
suporiìcie cubica con una superficie di ordine n ó di genere 3(!*) -»- 1, e ogni punto doppio 
o cuspide ne abbassa il genere di un'unità. Indicando dunque con ff l'ordine della curva y, 
dovrà esser*»: 

1:^,0 -= :'> (3,°) + 1 — r/ — -,'70 

.• <Ii (jui si i'i«'av;i iippiuito ff-—\){j{). Quest'osservazione to^^lio ancho ogni dubbio sulla 
itossil»ili(.i <'ln? l<i wiv'w iiit''rso/.ioiii o i contatti coiisid'M'uti iil n."" proc. [lossiino eventual- 
MH'iite .ivi'i'* Miiiltipiieitù supoi'iori a quelle indicate. 
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Per un punto generico di Si passano 600 spazi iritangenti di una 
data varietà cubica (ossia la sviluppabile formata dagli spazi tritangenti è di 
classe 600). Infatti i punti di contatto di questi spazi tritangenti saranno tutte 
sole le intersezioni della curva y^^^ colla quadrica polare del punto conside- 

rato ; e perciò il numero di tali spazi sarà ■=:=^ -^ — := 600. 

18. Nel sistema co* degli spazi tritangenti della varietà V vi sono al- 
cuni spazi particolari pei quali sono infinitamente vicini due dei tre punti di 
contatto, oppure anche (in un certo senso) tutti tre questi punti. 

Una superficie cubica di S^ con tre punti doppi conici, nella quale due di 
questi punti si facciano avvicinare indefinitamente, acquista al limite un punto 
doppio biplanare del tipo Bi — oltre al terzo punio doppio conico che ri- 
mane — . Siccome allora la retta che congiunge questi due punti doppi di- 
stinti conta come quattro fra quelle che escono dal punto conico, così — 
quando per una sezione iperpiana della varietà V si presenti questo caso — il 
punto doppio conico dovrà essere una delle 720 cuspidi della curva <7*'^^-, come 
anche viceversa (e lo si è già osservato; cfr. n.'^ 11) lo spazio tangente a V 
in uno qualunque di questi 720 punti incontrerà V stessa secondo una su- 
perficie con un punto doppio conico e un punto biplanare del tipo B4, e 
dovrà perciò considerarsi come uno spazio tritangente del quale due punti di 
contatto siano infinitamente vicini. La retta che congiunge i due punti doppi 
distinti della superficie intersezione di questo spazio con F, e la retta asse del 
punto doppio biplanare (cioè intersezione dei due piani tangenti alla mede- 
sima superficie in questo puntoì saranno entrambe rette speciali p, p\ il piano 
pp di queste due rette sarà tangente alla varietà V e alla superficie sezione 
lungo l'intera retta p\ i due punti doppi della superficie sezione apparterranno 
entrambi alla curva y^^"*, la quale anzi nel punto pp sarà tangente alla retta p\ 
e la retta p conterà come due fra le 28 rette speciali che si appoggiano a p' (*). 

Abbiamo anche già osservato (n.^ 1) che sulla varietà V vi sono 60 punti 
— le intersezioni colla curva doppia della varietà Hessiana — i cui S^ tan- 
genti incontrano V secondo superficie con punto doppio uniplanare. Le sei 
rette di V che escono da un punto siffatto X coincidono a due a due, e si 
riducono perciò a tre sole distinte, contenute in un medesimo piano; e lungo 

(*) Il punto pp' è allora un punto M N (n.* 12) per la retta p\ e un punto R 
per la retta p. Esso appartiene quindi a entrambe le lineo jjl'-*® e p^^®; ma appartiene alla 
a come punto di p\ alla p come punto di p. 
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ciascuna di esse la varietà V ammette un piano tangente fisso. Esse sono dunque 
tutte tre rette speciali, generatrici della sviluppabile 1®°, e formano un par- 
ticolare trilatero (degenere) nel quale i tre lati concorrono in un medesimo 
•punto; ciascuna di esse incontra, fuori di questo punto, soltanto 26 rette spe- 
ciali, e appartiene perciò soltanto a 13 altri trilateri. Il punto X è triplo per 
la sviluppabile P'* e per la sua curva doppia y^^^] e sopra ognuna delle tre 
rette speciali che ne escono esso è uno dei punti doppi (Jl/, N) dell'involu- 
zione segatavi dalle quadriche del sistema polare. Lo spazio tangente a V in 
ognuno di questi 60 punti fa anche parte del sistema oo' degli spazi tritan- 
gonti, e si può considerare come avente con V tre punti di contatto sovrap- 
posti e appartenenti ai singoli rami della curva -/**" che passano per X. Questo 
è anche d'accordo col fatto che un punto doppio uniplanare di una superficie 
si può considerare come \in punto doppio ordinario (conico) a cui ne siano 
infinitamente vicini due altri in direzioni distìnte (il che porta di conseguenza, 
in generale, che ve ne sia anche un terzo (*)). 

E prevedibile altresì l'esistenza di un numero finito di spazi tritangenti, 
i quali incontrino V secondo superficie con un punto biplanare e due punti 
conici (tutti distinti). Il loro numero verrà determinato fra poco (n.^ 20-. 

19. Il numero {=^ 720) degli spazi tritangenti con due punti di con- 
tatto infinitamente vicini, ossia il numero delle cuspidi della curva a^'"" (del 
quale dal n." 12 in poi non ci siamo mai valsi) può essere ora verificalo nel 
modo che segue (**). 

Consideriamo in -8'4 un piano qualunque ;. Ogni Ss passante per esso incontra 
la curva y*^-'"* in 10.90 punti; e lo spazio tangente a F in uno qualunque di 
questi punti sarà tangente a V stessa anche in altri due punti di quella curva, 
formanti col primo un trilatero di rette speciali. Facendo corrispondere a quel 
primo §3 del fascio ; tutti quelli che dal medesimo i)iano ; proiettano questi 
ulteriori 2. 10.90 punti della curva/, nasce nel fascio | una corrispondenza 
simmetrica (20 . 90, 20 . 90), nella quale dovranno esistere 40 . 90 coincidenze. 
E queste coincidenze saranno di tre tipi diversi, perchè due S^ omologhi pos- 
sono coincidere : 

1) senza che coincidano i due punti della linea y che essi rispett. pro- 
iettano ; 



(*) C. Skgre, Sulla sromposizione dei punti sinr/olari (ielle superficie algebriche (An- 
nali di Miit., sor. 2'\ vul. '^ò; 18U(3; n.^ 8). 
(**) Enriques, Mem. cit., p. ^U-JJ5. 
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2) per il fatto che questi due punti sono sovrapposti, senza essere tut- 
tavia infinitamente vicini sulla curva y: ossia cadono in un medesimo punto 
multiplo di questa curva ; 

3) per il fatto che vengono proprio a coincidere sulla curva y i due 
punti che quegli *^3 rispett. proiettano. 

Nel primo caso la congiungente dei due punti considerati sulla linea y, 
la quale è una retta speciale, dovrà appoggiarsi al piano ;. Ora a questo 
piano si appoggiano 90 rette speciali p (generatrici di -), ciascuna delle 
quali incontra y in 28 punti (n.^ 14); e corrispondentemente a ciascuno di 
questi 28 punti lo spazio proiettante ^ .p ha uno dei suoi omologhi che coin- 
cide con esso. Troviamo così 90 spazi del fascio ;, ciascuno dei quali as- 
sorbe 28 coincidenze; complessivamente dunque 28.90 coincidenze. 

Il secondo caso si presenta soltanto per i 60 punti tripli della curva y 
considerati al n." prec. Lo spazio del fascio ; che proietta uno di questi punti 
si può considerare in tre modi diversi come uno spazio di cui due omologhi 
coincidono con esso; esso assorbirà perciò 6 coincidenze. 

Le coincidenze residue, in numero di : 

40 . 90 — 28 . 90 — 6 . 60 = (40 — 28 — 4) . 90 = 8 . 90 = 720 

saranno costituite dagli spazi del fascio | che proiettano quei punti (sempHci) 
di 7, ciascuno dei quali assorbe due vertici di un trilatero di rette speciali, 
ossia due punti di contatto (infinitamente vicini) di uno spazio tritangente. E 
queste sono coincidenze semplici. Sarà dunque questo stesso, ossia 720, il 
numero degli spazi tritangenti con due punti di contatto infinitamente vicini; 
come già avevamo trovato precedentemente. 

20. Le intersezioni della curva y^^-^^ colla varietà Hessiana di V si ri- 
partiranno fra quei punti di contatto degli spazi tritangenti, nei quali le su- 
perficie intersezioni di questi spazi con F hanno punti doppi biplanari (o uni- 
planari). Ciascuno di questi punti dovrà anche trovarsi sopra una almeno delle 
due curve a-"^ e p''^\ che formano insieme l'intersezione della sviluppabile 1% 
sulla quale sta y^ colla varietà Hessiana. 

Anzitutto la superficie intersezione di V con uno spazio tritangente può 
acquistare un punto doppio biplanare (del tipo B4) per il fatto che due dei 
tre punti di contatto di questo spazio sono infinitamente vicini. Di questi punti 
biplanari ve ne sono 720 ^= 8 . 90, in ciascuno di essi la curva y è tan- 
gente alla retta asso del punto biplanare medesimo (n/* 18), la quale a sua 
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volia ò ivi tangente alla Hessiana (n.'' 4). Dunque ciascuno di questi punti 
a5s«>rbe due delle intersezioni cercate. 

Gli spazi tangenti a V nei 60 punti comuni ad essa e alla curva doppia 
dolla varietà Hessiana (sono particolari spazi tritangenti, e) incontrano V se- 
condo superfìcie con punto doppio uniplanare. Ciascuno di questi punti è triplo 
rer la curva -/ (n.'' 18) e doppio per la Hessiana (senza che le tangenti a 
quella appartengano al cono tangente di questa), e assorbirà perciò 6 inter- 
sezioni. 

Tutte queste intersezioni appartengono alla linea a^". 

Le intersezioni residue, in numero di: 

5 . 10 . 90 — 2 . 8 . 90 — 6 . 60 = 30 . 90 = 2700 

dovranno cadere in punti di contatto di quegli spazi tritangenti pei quali i 
tre punti di contatto son pur sempre distinti, ma uno di questi è per la su- 
perficie intersezione con V punto doppio biplanare (in generale del tipo Bn). 
Queste intersezioni, che apparterranno alla linea p^''^^ saranno in generale in- 
tercezioni semplici. Vi saranno perciò, in generale, 30 . 90 = 2700 spazi tri- 
tangenti che incontrano V secondo superficie con un punto doppio biplanare 
e due punti doppi cornei. Questi due punti doppi conici apparterranno allo 
«pigolo di regresso a*'* della sviluppabile I^^ 

21. Gli oo^ spazi tritangenti della varietà V inviluppano un'altra su- 
[lerficie sviluppabile, anche proiettivamente legata a F, ì cui piani tangenti e 
le cui generatrici saranno le intersezioni rispett. delle coppie e delle terne di 
spazi tritangenti consecutivi. 

Uno generico FI fra questi spazi tritangenti toccherà F in tre punti, con- 
giunti a due a due da tre rette speciali p, p\ p"; e lungo queste rette la 
varietà F e la sviluppabile P" ammetteranno tre piani tangenti fissi ir, r , n'\ 
tutti contenuti nello spazio n. Lo spazio tritangente III consecutivo a n con- 
terrà tre piani analoghi tti, r',, r",, rispett. consecutivi ai precedenti; e 
poiché le tre rette p, p , p'\ generatrici di 2®^, possono considerarsi rispett. 
come intersezioni delle coppie di piani tangenti consecutivi titt,, tt'it',, -"•",, 
così il piano IT Di dovrà contenere queste stesse rette, e quindi i tre ponti di 
contatto di II colla varietà F. 

La sviluppabile inviluppata dagli ex* spazi tritangenti di V ha per piani 
tangenti i piani determinati dalle terne di punti di contatto di questi medesimi 
Hpnzi, 
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Similmente, per trovare le generatrici di questa nuova sviluppabile, po- 
tremo osservare che le tre rette speciali pj p\ p' dianzi considerate si ap- 
poggiano rispett. alle tre consecutive pi, />i, p\ in altrettanti punti P, P', 
P" appartenenti alla linea t^''^; e perciò l'intersezione del piano ppj> col 
piano consecutivo ;),|)'i 2>"i dovrà contenere questi stesf^i tre punti, i quali 
dovranno trovarsi pertanto in linea retta. 

Le generatrici della stessa sviluppabile sono altrettante trisecanti della 
curva 0-'". Per ogni trilatero di rette speciali i punti di contatto dei singoli 
lati colla curva a"" dovranno stare in linea retta; e le rette su cui stanno 
queste terne di punti saranno le generatrici della nuova sviluppabile (*). 

22. Possiamo determinare facilmente Vordine della nuova sviluppabile, 
e l'ordine della varietà dei suoi piani tangenti, considerandone le intersezioni 
colla varietà cubica F. 

La varietà dei piani tangenti ;; p' p" incontra V secondo la (sola) svi- 
luppabile 2% la quale va contata 14 volte, essendo questa la sua multipli- 
cità per quella varietà di piani. L'ordine domandato sarà dunque 

^•*--'^:.^- 14. 30 = 420. 

3 

(*) Si può voriftcaré direttamente che per ogni trilatero di rette speciali i punti di 
contatto dei lati colla cui'va (t*"" stanno in linea retta. Infatti l'equazione di una varietà I' 
della quale lo spazio Xq = sia uno spazio tritangente generico si può mettere sotto la 
forma : 

dove li ò un coertlcionte numerico, e fT/^aiKXi JCk (essendo i coefficienti ^ir^j, ^33, ^^4 tutti 
diversi da zero, se la varietà non ha punti doppi). Lo spazio Xq = è allora tangente a 
V nei tre punti fondamentali [2], [)>]. [i], i quali saranno vertici di un trilatero di rette 
speciali (affatto generico). — Cercando le intersezioni del lato (ossia della retta speciale) 
^0 = -^1 '- ^f ~ ^ coWix varietà Hessìana di V (a cui esso è bitangente), si trova che 
queste dipendono dall'equazione: 

(.rg + A'4) (033 ar| — «44 x])^ = 

di modo che sulla retta considerata sarà x^^ -h ù\ ==^ il punto indicato con li al n.** 12, 
mentre i duo punti A/, N saranno determinati dall'equazione 033 ;rj — iì^^iA'l'=0. Perciò 
il punto di contatto della medesima retta colla linea <j*''\ che ò il coniugato armonico dì R 
rispetto alla coppia M X, sarà deffnito dall'equazione «33 .Vg + a^^ x^ = 0. Ed è chiaro che 
questo punto i suoi analoghi sulle due rette Xq = x^^ Xq= e Xq = x^ = x^'= ap- 
partengono tutti alla retta: 

*^i) ~'~ »^i ^^ ^hi '^2 » ^'33 ^3 1 ^44 "^4 ^^ ^' 
Annali di Matematica, Serie IH, tomo X. 37 
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Quanto alla sviluppabile stessa, come superficie luogo di rette, la sua 
intersezione con V si compone : 

l."* della curva a''*", contata anche 14 volte; 

2.° di un certo numero di generatrici, corrispondentemente a quei casi 
in cui la retta che contiene i punti di contatto di a*"" con un trilatero di 
rette speciali coincide con uno dei lati di questo stesso trilatero. Ciò avviene 
quando due dei tre lati toccano o"*^ nelle loro intersezioni col terzo lato, 
ossia por quei 2700 spazi tritangenti (n/* 20) che incontrano V secondo su- 
perficie con un punto doppio biplanaro e due punti doppi conici. 

L'ordine della superficie sviluppabile di cui si tratta è dunque eguale a 

ó 

La sviluppabile inviluppata dagli ex* spazi tritangenti della varietà V 
è di ordine 2160, e i suoi piani tangenti formano una varietà di ordine 420. 

Questo inviluppo oc* di spazi tritangenti ha per elementi stazionari i 
2700 spazi che incontrano V secondo superficie con un punto biplanare e due 
punti doppi conici: poiché le quadriche polari dei punti di uno di questi spazi 
lianno in ciascuno .dei tre punti di contatto del medesimo spazio due interse- 
zioni fisse colla curva 7*^^ In uno di questi punti esse sono tangenti a y, 
e gli altri due punti di contatto sono cuspidi di quest'ultima curva. 

Di questo stesso inviluppo cx)* si può determinare anche il genere, con 
un'applicazione della formula di Zeuthen. Fra la sviluppabile 1^^ e la varietà 
oc* dei trilateri di rette speciali contenuti nei singoli spazi tritangenti si può 
stabilire una corrispondenza (3, 14), facendo corrispondere a ogni generatrice 
di 1^^ ì 14 trilateri a cui essa appartiene, e a ogni trilatero le 3 generatrici 
di 2®" che sono elementi. Fra i 14 trilateri che hanno per lato una data retta 
speciale ve ne sono due coincidenti quando coincidono anche due dei 14 spazi 
tritangenti che passano per il piano - tangente lungo quella retta; e questo 
spazio tri tangente, che va contato due volte, non pilo essere che uno dei 2700 
spazi già sopra considerati. D'altra parte vi sono 720 trilateri con duo lati 
coincidenti (n. 18). Segue da ciò che nella formola generale: 

y — y'^ 2 x{p — 1) — 2 x' {p -\) 

si dovrà porre .r :i=: 3, a^'ii-=14; y -^2700, y' - 720; e j) = 136. Si ricava 
allora ;;' ^961; e sarà questo il genere domandato. 



a quattro dimeììsioni e sopra i suoi spazi pluritan genti. 279 



Tenendo conto dei diversi carcatteri finora detcrminati e applicando Io 
solite formole (cfr. ad os. n/' 11), si trova che l'inviluppo degli spazi tritan- 
genti ha uno spigolo di regresso di ordino 5820, con 11400 cuspidi. 



Spazi quadritangenti. 

23. Dopo aver determinati gli oo* spazi bitangenti della varietà F, ab- 
biamo considerata (n.^ 15-17) la superficie F"^*^^ luogo di quei 14 poli di 
ognuno di questi spazi che sono distinti, in generale, dai due punti di con- 
tatto; e dall'intersezione di questa superficie con F, all' infuori delle linee [tP^ 
e p**^", abbiamo ricavata la linea y^"'^, luogo dei punti di contatto degli spazi 
tritangenti. In modo analogo potremo adesso considerare, corrispondentemente 
agli oo* spazi tritangenti, la linea À luogo di quei 13 loro poli che sono in 
generale distinti dai punti di contatto; e fra le intersezioni di questa curva 
colla varietà F dovranno trovarsi i punti di contatto degli spazi quadritan- 
genti (*). 

Determiniamo anzitutto l'ordine x di questa linea /. A tal uopo basterà 
osservare che una quadrica qualunque del sistema polare incontra la curva 

yio.90 jj^ 20 . 90 punti, che si ripartiscono in *" * terne di punti mutuamente 

ó 

coniugati nell'involuzione 7,^. E le 2 a: intersezioni della medesima quadrica 

20 90 

colla curva X dovranno comporsi precisamente dei ^-— ' — gruppi di 13 punti che 

insieme con quelle terne costituiscono altrettanti gruppi completi della 7,6. Sarà 
dunque : 

2.r=13.^-;^- ossia a;:-- 130. 30. 

Questa curva X'^"*"^ starà sulla superficie F"^*^'^ considerata al n." 17, e ne 
sarà anzi curva tripla. Infatti ogni punto di essa, essendo polo di uno spazio 
tritangente, apparterà alle CI residue di tre diverse rette speciali p (formanti 
uno dei soliti trilateri); e al variare di quel punto sulla linea X queste CI de- 
scriveranno tre falde della superficie 7^'*% in generale distinte, passanti tutte 
per X. 



(*) Enuiquks, M<mu. clt, i>. :)l-35. 
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conterrà anch'esso, complessivamente, quattro dei propri poli, e per il suo polo 
triplo passerà i semplicemente) la curva À In questo punto due delle tre falde 
della superficie F^-^^ si confondono (perchè nel triangolo dei punti di contatto 
sono venuti a coincidere due dei tre lati), ma la terza falda (quella che corri- 
sponde al terzo lato del triangolo) è distinta da queste, pas*<a semplicemente per 
quel punto, ed 6 ivi tangente a V (perchè il punto di cui si tratta appartiene 
alla sua linea di contatto (z con V stessa). Perciò in tutti questi 720 punti la 
linea X sarà tangente (in generale semplicemente) alla varietà V. 

Infine uno spazio tangente il quale incontri la varietà V secondo una 
superficie con punto doppio uniplanare (del tipo più generale) ha quattro dei 
suoi poli coincidenti nel punto di contatto : poiché le quadriche del sistema po- 
lare che passano per questo punto vi hanno un piano tangente fisso (lo stesso 
piano che è ivi tangente alla superficie cubica intersezione di F collo spazio 
proposto), e hanno perciò, fuori di quel punto, sole 12 intersezioni. Dunque 
i 60 punti di questo tipo staranno anch'essi sulla curva X. Dico ora che questa 
curva ha in ognuno di essi un contatto di 2." ordine colla varietà V. Infatti 
la superficie F^-^" passa per ognuno di questi punti con tre falde completa- 
mente distinte; e per ciascuna di queste falde vengono ivi a riunirsi il con- 
tatto con V lungo un ramo di linea jx e Tintersezìone semplice con V lungo 
un ramo di linea y (*). Perciò ciascuna di queste falde sarà in quel punto 

puro alla C\ residua di questa retta (v. la prima nota al n." 12); perciò lo oo^ quadriche 
del sistema polare che passano per esso (e che sono lo polari dei punti dello spazio tan- 
«^onte considerato) saranno tutte ivi tangenti alla retta />, e avranno a comune, fuori di 
quel punto, soltanto le 1:^ loro intersezioni residuo colla curva C\. Lo spazio proposto 
avrà dunque soli 1:^ poli (tutti semplici) distinti da A', e perciò gli altri tre coincideranno 
con A', e. s. V. d. 

(*) L'equazi<Mie di una varietà cubica tangente allo spazio a ^ — nel punto. fonda- 
mentale [4] incontrata da questo spazio secondo una superficie con punto uniplanare 
del tipo più generale si può mettere sotto la forma: 

•>0 f + (•^*l *■ ^2 + ^^^s)* ^'A + ^'i -^'2 ^^ = ^ 

dove f- ^ih 'Vi .''A:, *^ '^'o ~ '^'i ^ ^2 + **'3 = ò il piano tangente a quest' ultima superficie 



nel punto uniplanare. I piani tangenti nel punto [4] allo tre falde della superficie F"^'^ 
saranno allora rappresentati, nello spazio .r^ =■ 0, rispettivamente dalle equazioni: 

e avranno a comune la retta ìTj = .r^ = /^s , che sarà la tangente alla linea À. I tre rami 
della linea v saranno tangenti rispettivamente alla retta ^Tj-^.r, = e alle due analoghe; 
e i tre rami della linea u. alla retta a?, — j^ = ^'3 "^ ^ *^ analoghe (ottenute permutando 
gli- indici 1, 2, 3). 
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M-uiiiin.-i- .iii;i varietà T; e lo stesso avverrà per la linea )., comune alle tre 

^! .^f-rvi [)oi che in nessuno dei punti finora considerati la linea /. può 
.\»Tf Jiri r, in i^enerale, un contatto di ordine superiore a quello indicato, 
«trritr :ù renih'rebbe il numero degli spazi quadritangenti inferiore a un li- 
liif. Il <ii :i4)tto del quale si potrebbe verificare — esaminando qualche caso 
tairiivian* — ch'esso non può certamente discendere. 

\i intersezioni residue della linea À colla varietà F saranno (precisamente) 
'Olili di contatto degli spazi quadritangenti a T, i quali saranno punti tripli 
leìlii T^vrluppabile 2^" e della sua curva doppia y*"-^". Il loro numero sarà: 

:i . 130 . 30 3 . 30 . 90 - 2 . 8 . 90 - 3 . 60 
---il 30 -90 ~ 16 2). 90 -22. 90 -.1980. 

K lì numero degli spazi quadritangenti sarà la quarta parte di questui- 
Ulto numero, cioè 1 1 . 45 - 495. 

I.a varietà cubica (jenerale dello spazio S^ ha 495 spazi quadritangenti. 

K ricissumendo : 

/.<; rtiie speciali contenute in una varietà cubica generale formano una 
'iiiila sviluppabile di ordine 90^ con curva doppia di ordine 900^ e 2040 
tUSlt 60) punti tripli^ che sono tali anche per la sui curva doppia, 

^Juesta superficie sviluppabile e la sua curva doppia sono i luoghi dei 
■ iutn >ti rontatto rispett, degli spazi hitangenti e degli spazi tritangenti della 
* ai ictà cubica proposta. 

Ki a gli spazi tritangenti ve ne sono in particolare : 

Ì700 che incontrano la varietà secondo superficie con un punto doppio 
•^planare e due punti doppi conici ; 

7ii> con due punti di contatto infinitamente vicini ; 

iiO coi tre punti di contatto riuniti in unico punto, che è punto uniplw 
usuc dalla superficie sezione; 

i*X> quadritangenti (e perciò elementi quadrupli del sistema x.* degli 
.|M/.i iniangonti). 

V^ueate ultime due categorie di spazi toccano la varietà nei 

60 + 4 . 495 = 2040 
|.iuuii V'ho Hono tripli per la sviluppabile sopra accennata e per la sua curva 
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25. Il numero degli spazi quadritangenti di una varietà cubica di S4 
si può verificare direttamente in qualche cnso speciale; e ciò riesce partico- 
larmente facile nel caso di una varietà con sei punti doppi indipendenti (e 
perciò generabile con tre reti proiettive di spazi ^3, in posizione generale (*j), 
avvertendo che dovranno allora considerarsi come quadritangenti tutti gli spazi 
che incontrano la varietà secondo superficie con 4 punti doppi (0 casi parti- 
colari di queste), e che ogni spazio il quale contenga // (^ 4) punti doppi 
della varietà proposta e la tocchi in altri 4 — h punti (semplici) dovrà con- 
tarsi come equivalente a 2^* spazi quadritangenti del caso generale (analoga- 
mente a ciò che avviene per le tangenti doppie delle linee piane, e i piani 
tritangenti delle superficie di S3). 

Cominciamo col dimostrare che una varietà cubica V con sei punti doppi 
indipendenti non ha spazi quadritangenti propriamente detti, ossia non am- 
mette sezioni iperpiane con 4 punti doppi indipendenti, dei quali nessuno sia 
doppio anche per essa. Infatti, se vi fosse uno spazio qnadritangente non pas- 
sante per alcun punto doppio di F, per ognuno dei suoi 4 punti di contatto 
le sei rette della varietà V che ne escono (**) dovrebbero coincidere a 2 a 2; 
siccome le 00* rette contenute in V si ripartiscono in tre diversi sistemi, 
due di 1.'^ ordine e uno di 4.^ ordine (***), cosi una almeno di quelle tre rette 
dovrebbe essere comune a due di questi sistemi. Allora ogni spazio .^3 |)as- 
sante per questa retta comune r incontrerà V secondo una superficie cubica, 
sulla quale la r conterà come 2 almeno fra le 27 rette ivi contenute; e perciò 
ognuna di queste ex* superficie sezioni dovrà avere sopra r qualche punto 
doppio (****). Ora ciò non è possibile senza che la varietà V abbia anch'essa 
sopra r almeno un punto doppio; e lo spazio quadritangente considerato pas- 
serebbe allora per questo punto doppio, contrariamente all'ipotesi che si era 
fatta. 

26. Ogni spazio quadritangente della varietà proposta V dovrà dunque 
passare per uno almeno dei sei punti doppi. 

(*) C. Seghi»:, Sulle varietà cubiche dello spazio a quattro dimensioni,,,, (Meni. 
Acc. di Torino, ser. II, voi. 39^ 1888; n.*^ 13). 

(**) E non è nemmeno possibile che da qualcnno di questi punti escano infinite 
rette contenute in T; perchè queste rette dovrebbero stare tutte nello spazio tangente in 
quel punto, questo spazio non potrebbe allora incontrare I' secondo una superficie con 
4 punti doppi. 

(***) Skgki:, Meni, cit., n." VX 
(■*^*) Klein, Math. Ann. VI, p. r>CO. 
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Ora in una varietà cubica con 6 punti doppi indipendenti il cono sestico 
di rette uscente da uno qualunque X di questi punti si spezza in due coni 
cubici aventi a comune le cinque rette che congiungono X medesimo agli 
altri cinque punti doppi; e proiettando la varietà dal punto doppio X sopra 
uno spazio Ss ^^ r, quei due conici eubici vi determineranno come traccie due 
cubiche sghembe /.*, k con cinque punti a comune (e contenute in una me- 
desima quadricaì. Tutte le superficie sezioni di V con spazi S3 passanti per X 
si proietteranno sopra r secojìdo piani; e in particolare quelle superficie che 
oltre ad X hanno altri tre punti doppi indipendenti si proietteranno secondo 
piani tritanyenti della curva complessiva formata dalle due cubiche /»• ^ h\ 
potendo tuttavia uno più dei tre contatti venir sostituiti dal passaggio per 
altrettanti fra i punti comuni alle stesse cubiche. A queste condizioni sod- 
disfanno : 

1) tutti i piani che congìungono tre dei cinque punti comuni alle cu- 
biche k e /e , e questi saranno immagini di sezioni iperpiane passanti per X 
e per tre altri punti doppi della varietà proposta ; 

2) tutti i piani che passano per uno dei punti comuni a quelle due 
cubiche, e sono tangenti a ciascuna di esse in un altro punto. Questi piani 
saranno immagini di sezioni determinate da spazi S^ che passano per X e 
per un secondo punto doppio, e toccano inoltre la varietà proposta in due 
punti ulteriori; e per ognuno dei punti comuni alle linee k e k' passeranno 
quattro di questi piani (i piani tangenti comuni dei coni quadrici che da quel 
punto proiettano le due cubiche). 

È evidente poi che un piano tritangente della curva complessiva k -j- k' 
il quale passi per due dei 5 punti doppi non |)uò a meno di passare anche 
per un terzo di questi punti ; e non vi sono nemmeno piani tritangenti che 
non passino per alcuno di questi punti doppi. 

Riassumendo dunque, dovranno computarsi come spazi quadritangenti : 

1) Tutti i j 1 — 15 spazi che congiungono 4 fra i 6 punti doppi della 

varietà proposta, e ciascuno di questi sarà equivalente a 16 spazi quadri- 
tangenti propriamente detti ; 

2) Tutti gli spazi che passano per due di quei 6 punti doppi e toc- 
cano la varietà proposta in altri due punti (semplici), avvertendo che per 

ognuna delle (1=^15 coppie di punti doppi si possono condurre 4 di tali 

spazi, e che ognuno di essi va contato 4 volte. 
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Questi spazi equivarranno complessivamente a 

16.15 + 4.4.15 = 480 

spazi quadritangenti ; né vi saranno altre sezioni iperpiane con 4 punti doppi 
indipendenti. 

Bisogna però ancora tener conto di quelle sezioni iperpiane che sono 
casi particolari di superficie con 4 punti doppi, potendosi ottenere da queste 
col far avvicinare indefinitamente due o più dei punti doppi medesimi. In 
particolare, facendo avvicinare indefinitamente due di questi punti, e contem- 
poraneamente anche gli altri due (fra loro, ma non ai primi), la superficie 
si riduce al limite a una rigata cubica, avente per direttrice doppia la con- 
giungente dei due punti doppi distinti che ancora rimangono (*). Ora ogni 
varietà cubica con due punti doppi ammette lungo la retta che congiungo 
questi due punti un S., tangente fisso, che l'incontra precisamente secondo una 
rigata cubica con questa stessa retta come direttrice doppia; e di queste se- 
zioni iperpiane ve ne sono nel nostro caso (0)5 ossia 15. Ne vi sono altre 

sezioni iperpiane che debbano considerarsi come casi particolari di superficie 
con 4 punti doppi. Risulta perciò eguale a 480 + 15, ossia 495, il numero 
complessivo degli spazi quadritangenti, opportunamente valutati, come si era 
dimostrato in generale al n.^ 24. 

Torino, Marzo 1001. 
(*) Infatti r ecfuazione di una superfìcie cubica coi quattro punti doppi 

(dove h 0, k* sono costanti non nullo) si può mettere sotto la forma: 

X (x + h' z)(ay -{-h ic) -r y (y -{- k ic) (e ./• -j- ^^ ^) = 

dove a, i, e, d sono le 1 costanti omogenee che devono ancora rimanere. Facendo avvi- 
cinare indefinitamente gli ultimi due punti doppi rispettivamente ai primi due, si ha al 
limite /i = /.'/ = 0; e T equazione assume la forma: 

x^ {ay -{- òtc) -{-y^(cx -r d -) = 

che rappresenta precisamente una rigata colla direttrice doppia x=y=^0. 
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Hecherches sur les polynomes 
et les nombres de Stìrlìng. 



(Par M. Niels Nielsen, à Copenha^ue.) 



N, 



0U8 définissons les nombres de Stìrlìng du raiig n + 1 respectivement 
— (n -f 1) comme les coefficients numériques qui se présentent dans le déye- 
loppement en sèrie de puissances entières et positives de x de la factorielle 
du rang n + 1, savoir 

X (X + 1) . .. {X -f- n) (a) 

ou en sèrie de puissances entières et négati\es de x de la valeur réciproque 
du produit (ft). 

On voit que les nombres de Stìrlìng du rang n + 1 ne sont autre chose 
que les coefficients de la factorielle du rang n + 1, savoir les nombres po- 
sitifs entiers que Fon designo ordinairement par Clj+i . Or, suivant M. Thiele, 
j'attache ces nombres au nom du grand analyste qui a fait usage le premier 
de tels nombres. 

Quanl aux nombres de Stìrlìng du rang — in + 1), saToir les nom- 
bres (iJi+i, ils se déterminent, nous le verrons plus bas, en substituant sim- 
plement une autre valeur numérique dans les mèmes polynomes entiers qui 
représentent les C\]^i] les nombres 6;;^i semblent ètre encore plus intéres- 
sants que les C^^i du reste, 

Les défìnitions mèmes des nombres de Stìrlìng rendent très désirable 
une connaissance avec beaucoup de détails de tels nombres; de plus, ils se 
présentent dans plusieurs autres questions de l'Analyse; mais une étude ap- 
profondie des nombres C'„^i et (>Ji^i présente de très grandes difficultés, 

ScHLAFLi (*j a donne pour Cu^i une expression generale et explicite, il 

(*) Journal de Creile, t. 13, p, 1-22; 18o2, 
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est vrai - but this law is a very complicated one — dit l'illustre Cayley (^) 
et cela avec raison, car Schlafli exprime les nomhres susdits sous forme des 
sommes quadruples. Cependant les formules de Cayley ne disent rient concer- 
nant la nature analytique de C'i.^i] c'est la mème cliose avee les déterminants 
de voN Zeipel (*') et avec les formules obtenues par le dernier aualyste qui 
a étudié profoudement les iiombres de Stirling, savoir feu M. Schlomilch (***). 
En effet, les formules de Schlomilch expriment C\\^i à l'aide des nombres (^ J. ; 
c'est-à-dire à Taide des nombres C* èux-memes. 

Curieusement, dans ce qui suit, nous avons plusieurs fois à détouruer 
une difficulté analogue, parce que nos formules récursives générales contien- 
neut des factorielles de la forme (a); c'est-à-dire précisément les nombres C'.y 
dout il s'agit d'étudier la nature analytique. 

Remarquons maintenant que les zéros de la fonction entière et ratiou- 
nelle (*) sont ces nombres entiers 

0, -1, -2, -3,..., -n, (/3) 

les formules de Ne>yton montrent clairement que les nombres C*,^^^ sont in- 
timément liés aux sommes de puissances des nombres (/3i; c'est-à-dire, avec 
une légère modification, aux polynomes de Bernoulli. C'est pourquoi il nous 
semble utile de commencer nos recherches en donnant un apercju très bref 
de la théorio de ces ]>olynomes célèbres, et à cause du procède analogue qui 
nous conduira des nombres de Stirling aux polynomes de Stirling et à cause 
de notre méthode elle-mème. De plus, il est digne d'ètre remarqué encore 
que les nombres de Bernoulli se présentent parmi les coefficients des poly- 
nomes de Stirling et dans des formules récursives obtenues pour de telles 
fonctions. 

Plusieurs géomètres parmi lesquels nous nous bornerons à ci ter ici seu- 
lement MM. Hurwitz (****) et Mellin (*****), ont remarqué que le poly- 
nome du rang n de Bernoulli est coraplètement determino comme une inr 
tégrale particulière convenable d'une certaine équation aux différences finies. 



(*) Quarterly Journal of Mathematica ^ t. 3, p. 308; 1800. 
(**) Annuaìres de CUniveraitè Lumi (suédois), 1870. 
(***) Journal de Creile, t. 14, pag. ol4-355; 1852. Compcndium, Jt. II, p. 28. 
(****) Acta Mathematica, t. 20, p. 286; 1897. 
(**♦**) Acta societatis scienliarum fcnnicae, t. 29, a.** 10, p. 1; 1899. 
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Or, une telle définition du polynome susdit doit ètre légèrenient modifieé, ce 
qui est une conséquence peut-étre du fait que Tou n'a pus développé la théorio 
susdite de ce point de vue. 



I. — .Polynomes de Bernoulli. 

§ 1. DÉFIUITIOSS et PRUPRIÉTÉS FONPAMENTALES. 

• 

La fonction ^n (.*') du rang n de Bernoulli est^ jwur n> 0, complètement 
définie camme le poìijnome entier de x qui satisfait à cette equation aux 
différences finies 

pourvu que Von admet encore ces conditions initiales 

?«n f 1 ( ) ---- 0, y,n (0 ) = ?y;,4-l (0 N (1 bis) 

ce qui nous donnera immédiatement cette première formule fondamentale 

?:;Mr).--a„-,(.r). (2) 

Démontrons tout d'abord que l'équation (1) admet comme intégrale un 
polynome entier du dégré n par rapport à a:; à cet ógard posons 

?n (.r) = al 7^ + a* x'^-' 4- • • • - < x^-'' ^ h iC' ^ + <. , («) 

puis introduisons dans (1) cette expression, nous aurons pour la détermina- 
tion des coeificients inconnus (/',' ce système d'équations algébriques linéaires 

("7 >r, -('-:-")<- + ■■■ ) 

^ (3) 

• ••+(-ir'("7^j«;.-f^-ir^' ja?. = o, \ 

où it faut admettre r > 1 ; pour r --- nous aurons au contraire 

a\ - i-, ; (3 bis) 



il est évident que les équations (3) nous déterminent complètement les coef- 
ficients a;; . 
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Aprè8 avoir démontré rexistence du polynome fn{'J^) corame intégrale 
particulière de (1), nous avons à déduire précisement à Taide de cette défi- 
nition un nombre de propriétés reniarquables des fonctions susdites. 

Remarquons tout d'abord que l'hypothèse x^^O donnera imniédiatement, 
en vertu de (^1), ces résultats numériques 

^„ (0) = yn (— l), ?enfi(-l) = 0. (4) 

Cela pose, mettons dans (l) —x au lieu de Xj nous aurons 

ce qui donnera, en vertu de {\\ 

d'où, a|)rès une integration finie, 

?n ( - X) -- (~ ir ?n ix-l)-\ K, (^) 

où K désigne une cofistante par rapport à rr, parce que la différence de deux 
polynomes entiers de. x ne peut pas ètre une fonction périodique de Targu- 
ment x. Pour déterminer la valeur de K mettons dans (iS) x - - 0, ce qui 
donnera, en vertu de (4), A^'^-i^O; c'est-à-dire que nous avons démontré cette 
formule remarquable 

^ni -x)^[~rrfn{x--l\ (5) 

ce qui donnera, en vertu de (1), 

jpn— 1 

^„(x) — ( ~ì)"fn{-(c)----^ ,_^y , (5 bis) 

d'où, en posant particulièrement a; = , ces autres rósultats numériques 

( ' r 

Introduisons maintenant dans (5 bis) Texpression («), nous aurons immé- 
diatement ces résultats concernant les coefiBcients aj, : 
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d'où, en posant généralement 



ar. =:= y 



OLr 



nous aurons 

ao = l, a^:= — \ a,r+i-=0, r > 0, 

tandis que l'équation generale (3) s'écrira sous cette forme non velie 

1! 2! ^ 3! ^ (r+l)! ^ 

ce qui montre claireraent que les coefRcientg a^ «ont indépendants de n. 

Or, eette équation nou velie (7 bis) nous définit précisóment les nombres 
rationnels dits nombres de Bernoulli, savoir 

e l)r-i 

où B,r. I désigue le nombre de Bernoulli du rang r, tandis que les nombres B 
à rindice pair deviendront zèro. . 

Cela pose, nous trouverons pour nos polynomes (fn (>r) ces expressions 



<- 



> (8) 



fw i^) =^ Ti n • ' •- — - ' — ^' • 



n! ' 2 (n— 1)! ^t (2s)! (n— 2s)!' / 

de plus, nous posons particuHèrement 

9o(^) = l • (8 bis) 

' pour rendre appliquable la formule fondamentale (2) dans le cas n = 1 aussi, 
Appliquons maintenant les formules numériques (4) et (6), nous aurons, 
en vertu de (8), ces autres identités 

^,n^X)-r^-.X^{x^\)'g,n-A{x)~\^-^s^. 'Bini, «>!, f 

\^*U' t (9) 

■ 

Oli les / et g désignent d'autres polynomes entiers de x d'un dégré égal à 
l'indice. 
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Re?enonà eneore à la formale 2 4 elle s'écrira sdì» ceti* xEur^t oarme 



4r 



1' ( X H* I 



roi 



ti 



x%xkA]^ ou^ nmii* obtenonsi, en Tertu rie (2), cette sèrie de Tato:*: 



li. 



4V^j^i, p^ \A/^7i%\i h - 1 et n r 1 dn lieii de 11, puis en appLasxas I , aoas 
/*M<^f>n<^ cfr développement en «èrie rie polynomed f^tJ"» d*aDe ^eol»* pois- 



§ 2, ^n(^; KT LA F0KCTJ05 ^ ( f , T). 

\a^ formule^ (1 ) et /2) montrent clairement qu*il doit ètre p<^sdUe de dé- 
dnire le polynome ^n i^) directement comme ca» particulier de eette fondion 
e^lfchre 

'ii—tj X) .'2; {x -V H)K »?(/;< — 1. («> 

V(mì\\% en effet 

i«oii> IroiivonJ* celie general i»ation trè« étendue de (1) 

et celtij irAn/'r^ili«<afion annloguo de (2) 

ì)^Vis^(r) Fax), ^(0< — 2. (14) 

I>«''«ijjiM/ij>, fh;i,rkt^n;int (inr Ft^iix) cotte intégrale particulière de (13^ qui 
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satisfait à la conditìon initiaie 

^t^i (0) = - f^l^ ^ ' (13 bis) 

où 5 (/) = ^ (/j 0) désigne la fonction célèbre de Riemann, la formule (14) s'écrira 
Bous cette autre forme auBsi 

X 

Y 



J 





Ft {x)dx== /'Vi (x) + j^l-^ . (U bis) 



Plusieurs géomètres ont donne le prolongement analytique de la fonc- 
tion (a), valable dans tonte Tétendiie du pian des t] nous nous bornerons à 
citer ici MM. Lipschitz (*) et Hurwitz (**) qui ont suivi une méthode analogue 
à celle de Riemann (***) et M. Mellin (♦***) qui a applique un procède ana- 
logue à celui de MM. Pilz (**♦**) et Jensen (*♦****) concernant la fonction C (t). 
M. Lipschitz a étudié des fonctions beaucoup plus générales que C (tj x). 

Or, un tei prolongement analytique de la fonction S (i, x) connu, il est 
évident que la fonction generale (/3) satisfait toujours aux formules (13) (14), 
résultat qui peut ètre déraontré directemeijt à Taide de la formule de Riemann 
concernant la fonction ^ (t) seulement. 

En effet, supposons convergente la sèrie (a), puis développons, à Faide 
de la formule du binome, tous les termes figurant au second membre de (a), 
nous aurons, en vertu de (]3), 

Cela pose, on voit que la sèrie figurant au second membre de (15) est con» ^ 
vergente pour une valeur finie quelconque de <; de plus, supposons fR (t) < — 1, 
la fonction ainsi définie Fti.i{x) est intégrale de (13); c'est-à-dire que le théo- 
rème fondamental de la théorie des fonctions analytiques mentre, en vertu 
de (14 bis), que la fonction (15) satisfait toujours à (13). 



(*) Journal de Creile, t. 105, p. 127-156; 18S9. 
(**) ZeiUchrift far Matìtetnatik und Physik, t. 27, p. 8G-101 ; 1882. 
(***) Monatsherichie der Berlvier Akademie^ novembre 1859. Werke, p. M5-153; 
Leipsìc, 1892. 

(*♦♦*) Ada societatis scientiarum fennicae^ t. 24, n,** 10; 1899. 
(»*♦**) ffabilttationsschrift; Jena, 1881. 
(*»****) Comptes rendns, t. 101; 1887. 
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Posons particulièrement dans (15) f = n, oii n désigiie un positif entier, 
puls appliquons ces formules numériques bien connues (*; oìi n désigne un 
positif entier 

«(0)=-; S(— 2n)=0, n>0 

i:{-2n-l)=^-=^^^B,n^,, n>0 

MmlUKii + t)) = ], 

nous retrouvons précisément l'expression (8) pour f^H (a?); c'est-à-dire que nous 
avons démontré cette formule intéressante 

7nu{^) = -- -J ' (16) 

fi! 

qui semble avoir restée inapergue jusqu'ici. 

On voit quo la formule (13) deviendra illusoire dans le cas paiticulier, 
où t désigne un négatif entier. Or, posons avee Gauss 

oh e designo la constante d'Eut.ER, nous aurons 

4'(:r+ 1) — V{ar)=---^- , 
ce qui donnflra 

^^r^n ') (a; -t- 1 ) - «l/C— ) (x) = ("AV'll? -D' , 

et voii& précisément uno équation aux différences finies de la forme susdite. 



§ 3. SOMMES DE PUISSàKCES DBS NOMBRES ENTIEBS. 

Le» formules que nous avons développées dans le § 1 nous permettent 
d'exprimer sous forme simple, à Taìde des polynomes de Berkoulli, la somme 
de certaines séries numériques. 

(^) Voir par ex<Mriplo JuLirs Pktkkskn: ]'orksungen liber Fuìiktionentheorie. 
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En premier lieu, remarquons que l'application de la règie de Caucht à ce 
produit 

(pj + gj-f 3'j H J (ao + aiOJ + ajX^ + a3a:3H ) 

iious donnera pour les coefficientsde la serie de puissancesainsi trouvéedes expres- 
sjons obtenues du premier membra de (7 bis) en y mettant ( — 1)** a„ au lieu de a„, 
de sorte que nousobtenons immédiatement ce développement en sèrie de puissances 

formule qui est due au fond à Euler (*) et que Fon prend généralement 
comme définition des nombres de Bernoulli (**). 

Posons maintenant dans (17) 2a? au lieu de x, puis — 2a: au lieu de r, 
nous aurons en ajoutant les deux équations ainsi obtenues 

où ce qui vaut autant 

T.coii^x = l-^^^^j^^ \x<\\. (18) 

Cela pose, la formule bien connue 

TT COt 7: = \- y I ; I 

X ,.3 \.^ — r 00 -}-ri 

conduira à cotte sèrie de puissances 



r cot -a: = ~ - 2 . y 5,^ . x'^^', \x\<i, (18 bis) 

où nous avons pose pour abréger 

de sorte qu'une comparaison des deux formules (18) et (18 bis) donnera cette 
formule numérique 

5,n = —(2n)r • ^2n - 1 , (19 bis) 



(*) LUrodurtio in Anali/sin infinitmnon § 18:3, p. 141 de l'ódition Lugduni, 1797, t. I. 
(**) Voir par exemple \I. A. Radickk: Die Recursionsformeln jur die Bernoullischeiì 
und tHulerschen Zahleu, p. i); Halle, 1880, 
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ce qui donnera sans peiue, en vertu de (8), cee expressions asymptotiques 
Yalables pour des valeurs extrèraement grandes de m: 



?fn+, ( a;) = --(2 A.if't " (''" ^2 TI X) + .^+, ) , ì 



(20) 



od e doit satisfaire à cette inégalité 

InP.5n|<^, (20 bis) 

oh or désigne une quantité finìe donnée arbitrairement, tandis que p est un 
posìtif entier fini mais d'une grandeur quelconque du reste. 

Les formules (20) nous permettent de donner la tbéorie complète des 
séries de polynomes ^(x\ comme je Fai fait voir dans une Note recente (*). 

Il est très remarquable, ce me semble, que la somme de puissances po- 
sitives des nombres entiers 

SS r^- li> -r 2P -^ 3p -^ 4-41» 

s'exprime très simplement à l'aide des fonctions de Bkbkoulu aussi. 
En effet, mettons dans cette identité 

successi vement oc .1, 2, 3^..., »i, nous aurons, en ajoutant toutes les èqua- 
tions, ainsi obtenues, cette formule récursive 

Cela pose, la conclusion ordinaire de /) à |) -f 1 montrera que Sj se 
présente sous forme d'un polynome entier du dégré jp -f 1 de n, dont les 
coeiiicients dépendent de ^ seulement et dont le terme indépendant de n doit 
étre zèro; de plus, nous aurons évidemment 

c'est-à-dire que nous avons démoutré cette formule generale 

IP -r- 2P -r 31» -^ r '»^ ^ *fm (w)i (21) 

(*) Mathemalische Amuilcn, t. 58. 
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où nou8 avons pose pour abréger 

*2nM(ar)^(2n)!3P,n+i(aj) 



(-1)" 7> \ i (21 bis) 



^m {X) ^ (2 n) ! ^?,n {X) + m^ • 5,n i) • Ì 

Quant aux polynomes ^n{x\ nous aurons, en vertu de (5) et (9), ces 
formules 

<IV(-x) = (-lrav(a: -1) (22) 

<Ì>tr[x) = xHxr\-\)'h,r-x[x), r>l ) 

, (22 bis) 
^,r-i(x)=^x(x-\- 1) (2x 4- l)A:,r-8(ir), ?->0, ) 

où les /r et k désignent des polynomes entiers de x et d'un dégré égal à 
l'indice. 

Nous nous bornerons à remarquer seulement que les formules (10) nous 
permettent de sommer aisément à l'aide des fonctions <fn ^x) aussi ces deux 
séries trigonométriques infinies 

'•^"^ cos (2 r t; a?) '"^^ sin (2 r " a;) 

où n désigne un positif entier; car nous aurons 

''^ sin (2 r :r r) - a ^ ^ i 

C'est précisément à l'aide de telles séries trigonométriques que Raabe (*) 
a introduit les fonctions yn (x) de Bernoulli. Quant à l'histoire des fonc- 
tions de Bernoulli, on peut consulter da reste avec avantage la thèse de 
M. H. Renfer ('•). 



(*) Jourtuil de Creile, t. 12, p. i8. 
(**i Thèse de doctorat; Berne, W^W. 
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IL — Nombres de Stirling. 

§ 4, FORMULES NUMÉRIQUES. 

Après cet aperou d'une théorie des fonction de Bernoulu revenons main- 
tenant à la définitions des nombres de Stirling, savoir à ces deux identités 



«=IÌ 



xix -]- l)...{x + n)= ^ C;.^, .a;'»^*-' (23) 



«=0 



1 x^—Jll!^, \x\>n, (23bi6) 

nous verrons tout d'abord la vérité de eette assertion : 

Le noinhre C^-^-x ^^' ^« somme de tous les 1 ' 1 j)roduits à r facteurs dif- 

férenis choisis panni les n nombres 1, 2, 3,..., u. 

Puant à (^n-^iy appliquons cette identité bien connue 






x(x -j- 1) . . . (x -f- «) «So \ '"^ / X -\- 8 

nous aurons sans peine, en verta de (23 bis), cette expression explicite 

prenons encore conime définition de i^^+x ? ^^^ *' désigne un positif entier, la 
formule (24), nous aurons à l'aide des principes du calcul aux différences 
fiuies : 

6-4.1 .-_:: 0, 1 < r < H — 1 . ( 24 bis) 

Cela pose, nous aurons à déduire directement à l'aide des deux for- 
mules (23) une suite de propriétés remarquables des nombres de Stirling. En 
premier lieu, multiplions par x -|- n la formule (23 bis) et celle obtenue de (23) 
en y mettant n — 1 au lieu de », nous aurons ces deux formules récursives 

C' 1,4-1 -- Cn + n C'„~^ ) 

(25) 
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En second lieu multiplions par cette serie de puissances négatiyes 

— r— — - — . + , — ,+•••' \x\>n ^ 

la formule (23) et la formule obtenue de (23 bis) en y mettant n — 1 au lieu 
de w, nous aurons respectivement ces deux formules élégantes 

DémontroiìS maintenant une autre formule numérique très fondamentale 
dans les recherches qui noug occupent ici. A cet égard mettons dans (23) 
n -\- p au lieu de w, pais multiplions par (25 bis) la formule ainsi obtenue, 
nous retombons dans cette identité 

(X + n + 1 ) (re + n + 2) . . . (X + n + j9) — j 

s=P-i ; (a) 

Ordennons maintenant selon des puissances ascendantes de x le second membre 
de (a), puis cherchons ici et dans la sèrie de puissances obtenue par la mul- 
tiplication susdite le coefficient de la mème puissance xP'^j nous trouvons 
cette identité numérique très generale 

1 (- ir C--^r>+r • C'.,+i = 1" (f ~ 'ì <» + ir-' Cy, (27) 

dans cette formule il faut, pour des valeurs plus grandes de r, supprimer 
tous les termes contenant des coefficienls C"y pour lesquels m > q. 

Un procède analogue nous donnera cette autre formule generale analogue 
à (27) 

1' ( - ir ^>n+Wi C;^., -='v72^ + ^ - M(n + 1)-^ k;-, (27 bis) 

où il faut, pour des valeurs plus grandes de r, supprimer au premier membre 
les mèmes termes que dans (27). 

Posons par exemple dans (27) et (27 bis) n = 0, nous aurons ces for- 
mules particulières 



^-- = I (!• - :) ^^ 



Cs-..^'v/> + '■-'ìfc-'. ^ 






ir :")«-■ 



(28) 
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Or, parmi les formules plus particulières qui peuvent ètre déduites de (27) 
et (27 bis), celle obtenue de (27) en y mettant n — p — 1 au lieu de n et 
n -{- q au lieu de r, savoir la formule 

' j\~ 1)' di'"'' • ^tr = 0, (29) 

est certainement la plus intéressante, nous le verrons bientòt. On voit du rpste 
que la formule correspondante tirée de (27 bis) deviendra beaucoup plus com- 
pliquée. 

On peut soumettre les définitions (23) et (23 bis) à un nombre d'autres 
transformations, dont nous nous bornerons à indiquer ici une seule, A cet 
égard, mettons dans (23) et (23 bis) x — 1 au lieu de rr, puis multiplions 
respectivement divisons par x — 1, nous aurons immédiatement ces deux autres 
formules 

(?« = 'f (--!)• ("~!"^1 Cr+i (30) 

«=o \ * / 

(^'n + 'f (-!)•(" "^ !' ~ ^ ì <S« f'. . (30 bis) 



«=r. . .^ 



Éliminons ensuite de (28 bis) et de (30 bis), à Taide de la formule rée.ur- 
fiive (25), le nombre ^iji+i, nous aurons, après avoir po«é r + 1 au lieu de r, 
ces deux autres formules 

_ 5 (31) 

Une autre formule récursive très singulière peut ètre obtenue de cette 
manière: Po^ons dans Tidentité 

x(x + l)...(x+p--l)^- CI XP + C* a-P-^ + . . . + C^i' X 

successivement x = l^ 2, 3,..., n, puis ajoutons toutes les équations ainsi 
obtenues, nous aurons, a Taide d'une formule sommatoire élémentaire trèa 
connue, 

n(n + ì). (n+p) _^ ^. _ ^^, ^ ^,g,^, + • • • + C^' • «i , 

P "1" A 

formule de laquelle Feumat a fall usage de quelques cas particuliers pour 
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trouver les preniiers dea sommes SJ,, mais sans introduire les nombres de 
Stirling. 

Cela pose, je dis que rious ayons par là cette identité beaucoup plus ge- 
nerale 

-^+fr:-^-^P^="=^Ci.^^,^..i^, (32) 

en efFet, il est évident que Tequation algébrique (32) du degré p + 1 par rap- 
port à X admet comme racines toutes les valeurs positives entières de x. 

Introduisons maintenant dans cette identité, au lieu des polynomes ^r{x)^ 
les expressions tirées de (21 bis) et de (8), nous aurons cette formule ré- 
cursive 



. <-(-i)Wp-'-+2«+n 

p+l~2)— r+1 ^' 2 s^i p'-r+2s + 1 



C 



oh les Bu-\ désignent les nombres de Bkrnoulli. Dans mon premier Mémoire 
sur les séries de factorielles (*) j'ai démontré la formule (33) à l'aide de la 
célèbre sèrie de Stirling; le cas particulier r^^p appartient à M. A. Ra- 
diche (**). 

Enfin, appliquons les formules de Newton concernant les racines et les 
coefficients d'une équation algébrique, nous aurons cette autre formule nu- 
mérique. 

Cu+i . sj; — Cji+i . sj~* + (7*^1 . s^~' — • • ) 
... + (-_ 1)1»-. Cr+',.6';. + (-i)i';).C;;+, = o. ^ 

Cela pose, la conclusion ordinaire de p a p + 1 donnera immódiatement, 
en vertu de (34) et de (31), ce résultat concernant la forme analytique des 
nombres C'i,^i et S;;^i considérés comme fonctions de n: 

Les nombres C^^.i et ^^n+\ de Stirling se jìvésentent sous forme des po- 
lynomes entf'ers du degré 2 r de n, doni les coefficients sont des nombres ra- 
tionnels indépendants de n; de plus^ les termes constants par rapport à n 
dans ces polynomes s'évanotdront. 



('*) Annales de VKcolc Sonnale, S.** serie, t. i9, p. 442 ; 1902. 
(**) Die Reciirsionsformeìn fnr (h> lìernordlischcn loid Eulersrheti Zalden^ p. 15; Halle, 
1880. 
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dont Tune est l'inverse de Tautre; à l'aide de ces forni ules nous trouVons sans 
peine ces deux séries de puissances 

, (37 bis) 

dont la seconde est appliquable dans tonte l'éteudue du pian des x. 

Quant aux nombres ^li+i, nous avons encore à démontrer ces deux prò- 
positìons intéressa)ites: 

1.^ Dcveloppons selon la formule polynomiale Vexpression 

(«1 + a» H r %))'S 

puis désignons par i}„,p la somme des coefficients figurant dans les termes 
divisibles par le produit aiajaa.-.ap, nous aurons généralement: 

iw=F!®rfi- (38) 

Dans le cas particulier p = 2, nous aurons immédiatement 

iì^„ = 2^ — 2--2.(5r', («) 

tandis que l'identité 

(«i + a, H + a^y^ = T rM al (a* + a,^ + «p)^ ' 

donnera la formule récursive 

appliquons ensuite (24 bis), les formules (a) et (/3) nous conduiront immédia- 
tement au but à Faide de la conclusion de p — 1 à p, 

2.^ Pour la différence d^orde supérieure d^une seule puissance nous 
obtenons vette expression 



Ana'P = n!^(|'^J6r.^:', .XP-»-, p>n, 



(39) 



ce qui est une conséquence immediate de Texpression bien connue 



àn XP = '21' ( - 1 )• P^ ]ix + n - s)P. 

5=0 \ ^ / 
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§ 6. Sur une équatiok aux différekces fisies partielles. 

Pour une étude plus approfondie des deux polynomes entiers du degré 
2 r de n qui représentent les nombres Ch+i et 6i^.i il faut introduire, au lieu 
du positif entier w, une variable contìnue. Or, il est évident que les formules 
récursiyes (25) et l'analogie du procède qui nous a donne les polynomes de 
Bernoulli au lieu des sommes S£ nous conduisent naturellement à cette èqua- 
tion aux différences finies partielles: 

Fr{x + l)=Fr{:X) + [x+\)Fr-.{xl (40) 

où r designo un positif entier, tandis que x est une variable complexe, 
Considérons tout d'abord le cas particulìer, où 

F,{x)=^\\ Fr{(i) = Q pour r>0, (40 bis) 

la conclusion ordiuaire de r à r + 1 montrera clairement que le cas parti- 
culìer correspondant de (40) a corame intégrale particulière un polynome entier 
du degré 2 r de x et dont tous les coefficients sont des nombres rationnels. 

Nous désignons par Wfr (x) le polynome du degré 2r de x qui satisfait 
aux conditions (40) et (40 bis). 

Cela pose, la définition de ^\r{x) et le résultat que nous venons de dé- 
niontrer concernant la nature des deux nombres C^^i et 6;,^, nous donnent 
óvideniment ces deux formules remarquables 

C'n^x = 'V,r[n), Ls;;^, = v,.(-n-l); (41) 

c'est-à-dire que nous avons déraontré cette proposition intéressante: 

Les nombres de Stirun» C'I.^x et (^'^^^ sont connus tous les deur, si nous 

savons à calculer le polynome ^tr{x). 

Ce polynome ^tr{x)^ essentiel dans la théorie des nombres de Stirling, 

jouent un róle fondamental dans la théorie de l'équation (40) aussi. En effet, 

il est très facile de démontrer cette proposition remarquable: 

Supposons connue une intégrale particulier fr{x) de Véquation generale 

(40), où Fo{x) est une fonction donnée^ V intégrale generale de celle mème 

équation se présente sous cette forme 

Fr{X)^fr\X) f '21 h"siX).W,r ts[X), 

5=1 
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où les coefficients Kg {x) désignent des fonctions arbitraires pdriodiqties de x 
avec la péri ode additive + 1. 

Démontrons maintenant ce théorème general concernant les fonctions ra- 
tionnelles et entières W^r (i^) : 

Stipposons r>>0, 7ioiis aurons une identité de xette forme 

'V,r(x) = {X +\)x{x~l)...{X — r + l) ^r-i {x)y (42) 

Oli t//r-i ix) désigne de notweau un pclynome entier de x et d'un dégré égal à 
r indice; de pluSy le polynome ^ir{x) est encore divisible par x (x -\- 1). 

Quant à la démonstration de (42), revenons à (40), savoir à la formule 

W,r iX+l)^ W,r {X).+ {X -f 1) V..-, (X), 

puis, mettons-y x=^Oy nous aurons, en vertu de (40 bis), 4^,^(l)r=0, pourvu 
que r > 1, posons ensuite a:=: 1, nous aurons Wtr (2) = 0, pourvu que r > 2 
et ainsi de suite, de sorte que la conclusion ordinaire de r à r + 1 donnera 
géneralement ^\r is) = 0, pourvu que r > s. Enfin, Thypothèse x = — 1 donne 
encore V^^ (0) ^= ^F,^ ( — 1) = 0, pourvu que r>0, et voilà la démonstration 
complète de (42). 

Quant à la proposition concernant le polynome ^^r (a?), je dis que nous 
avons entre les deux classes de polynomes 0«(a;) et Wirix) des identités de 
cette forme 

«>r-hl {X) ~ W, (X) . K (X) + ^4 (X) . <I>..-i (X) ) 

w ( 43) 

•" + {—ir'''V,r-A^)''^2{x) + (-lrr.W,r{x)^'0. ) ' 

En effet, (43) est une équation algébrique du degré 2 r de Xj mais elle 
admet, en vertu de (34), comme racine toutes les valeurs positives entières 
de X) c'est-à-dire qu'elle doit ètre une identité formelle^ valable pour une 
valeur quelconque de x, 

Posons maintenant dans (43) — {x -{- 1) au lieu de rr, nous aurons, en 
vertu de (22), cette nouvelle identité 

*.H(^) + %(--:r-l).*,..,(rr) + ... ) 

( (43 bis) 
"' + W,r-t{~-x — \).%{x)^r.W,r(—oc-ì), ) 

d'oìi la formule numérique analogue à (34) 

S'n -k-K^i^ SV + (> Ui . 5r' + • ■ • + 6 «"A . S\, = r . S 1;+^ . (34 bis) 

Cela pose, les formules (22 bis) concernant la divisibilité des polynomes *r {x) 
montrent clairement, en vertu de (43) et (43 bis), que ^4r+2 {x) doit ètre divisible 
par X* {x + 1)'; c'est-à-dire que ^2r{x) est toujours divisible par x[x -{-\), 



30« Niris Nielsm: liecherches sur les pohjuomes 



Uemaniuons oncoro que la formule (43) donnera, cn vertu de (8) et 
(221)Ì8), cos doiix résultats luunériques 



tandis (|ue nous obtonons cos formules particulières 

,r U + l) 



M 



', (.r) ■ - M% ( - X -Il ^-- 1, ix) = -^ g 



(45) 



§ 7. FOKMVLKS KECUR81VBS TOUR LKS F0NCT10N9 M^'tr 1'»'^ 

Quant au oaleul véritable des polynomes H'.rCr), les définitions (40) 
ot (^40 bis no sont pas comniodes; c'est pourquoi nous avons a chercber 
d'autros formules réoui^vos en appliquant aux formules du § 4 la méme me- 
tbode qui nous a donne les identités (32) et i^43). 

De oelte manière les formules (24) se présentent comme des cas |»arti« 
ouliers de cette mòme formule plus generale 

Tour obtenir des formules réeursives d*un caractère beaucoup plus ge- 
neral revenons aux formules «27» et r27bis» et posous-y w — 1= — x, 
H • p : y, ce qui donnera p- x — y - 1, nous aurons cette furmule gene* 
rale pour Taddiiion des arguments dans H\r*^»- 



* = r 



•*« 

formule qui nous donnera naÌ8S;ìnoe à une foule d'autres obtenues en s{:«ècia- 
listini simplomont les deux variables ìndèpendanies * et y. lei nous arons à 
ètudìor oes pams oas pariiculiers de 47 seuìemeni : 

L^ PivsvMis r : - 1 ei meuons eufuìie .• — 1 au lìeu de ir^ iumk 
aurons. on venu do »;i lormule tondaraent.il'i' '42'. 
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formule qui nous exprime la différence A ^V (^) à l'aide des fonctions W aux 
indices inférieures; exprimons encore, à l'aide de (30), la mème différence, 
nous aurons, en vertu de (48) 

(.r + 1 ) . W.r~2 (^) = '^1 ('^'-s + l\ ^^^ ^^. ^ 

ou bien, après avoir uni les deux terraes contenant la fonction ^2r-2 (^) ^t 
puifi pose r + 1 au lieu de r, cette formule récursive très intéressante 

r . W^r (X) = ' 2 '('''"'11] ^2. {xl (48 bis) 

2.° Mettons dans (47) x = l et posons x — 1 au lieu de y, nous 
aurons cette autre expression de la différence de W2r{x — 1): 



1 Or -o \X 






Soustrayonp, puis additionnons les deux formules (48) et (49), nous au- 
rons respectivement 



<-i 



8=1 V ^ S ) 

Wir {X + l) — V<,r (X — 1) =='— 

<•■-•/ _ r o N } (50 bis) 

_. XF,,_, (ar - 1) + 2 . J (•'2 , _ 1 *) ^2r-4.-2 (ar). 

3.° Posons enfin dans (47) y = x et 2r + 1 au lieu de ;•, le premier 
membre de cette formule s'évanouira évidemment; posons ensuite — au lieu 
de Xj nous aurons cette formule nouvelle 

>F„.. (X, = l; (- !).('- ^;^v ^ ') (1)"' '^" - (-'• '") 

Après ces applications de la formule generale (47) revenons aux aufres 
formules numériques développées dans le § 4. Considérons en premier lieu la 
formule (30), nous aurons pour la différence AH^o,.(.r — 1) cette nouvelle ex- 
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pre«iìon qui n'e^^it pas fm'nullement identiqne à (49): 

*'2r^^)-^K>r(i:-l) = l''(— 1^' *P^r'^V2r.2.(x); (52) 

appliqnonii encore à ceWe fonnnle réquation aux differences finies (40), nous 
ì^uroTìs fette formule nonrelle 

ix-n.^'^tx^^^x.'y^rix -I) — 'T\-lVp~f 7 ''ì^2r-2.(ar). (52 bis) 

En «econrl lien la formule (33) donnera cette formule récursive très re- 
m^rquable eontepant de» nombres de Bkrnoulli : 

Cela po«/', conwd^ron» maintenant ensemble toutes les formules récursives 
quc nou» tenoTift do di'jvelopper ; il est évident que ces formules ne soni guère 
commodo« pour un calcul pratique et pour une étude approfondie de la na- 
ture analytique dcs fonctions M^^»:). En premier lieii, le degré de V2r(^) est 
apsoz élévé et, en sccond lieu no8 formules susdites contiennent des eoeffi- 
cients du binome, do Horto quo leur application plus generale exige de la 
connaissance étondue do cefl coefficienls ou, ce qui vaut autanl, aux facto- 
riellos; c'cst-à'diro aux nombres do SimLiNo eux-mèmes. 

IntroduisouR mnintonunt au lieu des fonctions ^\\r{x\ dans les formules 
en question les expressions correspondantes (42), nous pouvons éliminer tous 
les coefficienls du binomo et nbaiaser benucoup le degré des polynomes inconnus. 
C*G8t pourquoi nous laissons lomber ò, jamnis, dans nos recherches suivantes, 
les polynomes H^^ti^^ I>^^»' introduiro les fonctions conjuguées ^r-ì[^)) pour 
lesquellos nous proposons lo noni : jìolynomes de Stirling comme analogie 
des polynomes de Brrnoulm. 
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§ 8. PrOPRIÉTÉS PONDAMENTALES DE8 POLYNOMES DE StIRLING. 

Introduisons dans (40) les expressions correspondantés obtenues de (42), 
puis appliquons les formules particulières (44) et (45), nous démontrerons 
immédiatement la vérité de celte assertion : 

La fonction ipr {x) du rang r de Stirling est entierement définie à Vaide 
de ces conditions 

{X + 2) .^,{X'\~l):={x — r) .^,{x) + {x+l), (//.-, (x) (54) 

h C^) = 2 ' ^-^^ (0) = , hr-i (0) = ^^2%' • ^''-' » *^* ^^'^ 

où Btr-i désigne le nombre du rang r de Bernoulli. ^ 

De plus, appliquons les formules (41) et (42), nous aurons pour les nom- 
bres de Stirling ces deux expressions générales, valables pourvu que r>0: 

C;;+i = (n + 1) n (n — 1) (« — 2) . ,. (n - r + 1) *r-i (n) ) 

(^;;^i = (— 1/-^ . n (n + 1) (n + 2) . . . (n + r) ^f,., (- n - 1). ) ^ ^^ 

Or, pour un calcul pratique des nombres de Stirling ces formules sont 
certainement beaucoup plus simples que les formules récursives (25) que l'on 
a appliquées ordinairement jusqu'ici ; mais pour une étude approfondie de tels 
nombres les fonctions ^r{x) sont entierement nécessaires. » 

Nous savons que ^r{oi^) ^'&t un polynome entier du degré r de x] posonfi 

^r{x) = o'rX^ + aì.x^--\+ . . . + ar'a? + a;, . (56) 

puis introduisons de telles expressions dans (54), nous trouvons des formules 
récursives contenant les coefficients a, savoir 

(2 r - p + 2, . ar = a?- + a?_. -- =| ' [(^ ^7; j) + 2 (^ I ^j] • < , (57) 

(2 r + 2) ffj == a»_i . (57 bis) 

On voit que l.a formule generale (57) est très compliquée ; e' est pourquoi 
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nous avons à chercher, à l'aido des formules du § 7, d'autres formules récur- 
sìves plus commodes. 

Appliquons en premier lieu la formule (48 bis), éliminons à Faide de (42) 
toutes les fonctions W^s ix)^ puis mettons r -\- ì au lieu de r, nous aurons 
cette première formule récursive 

la formule (49) donnera de mème, en vertu de (54) 

r^^iX-l)=iX+l).'g^,-^r-,{x).-^y,, (58bi8) 

tandis que (51) donnera cette relation récursive plus particulière 






(59) 



En second lieu, la formule récursive (53)- donnera pour les polynomes 
de Stirmno cette formule remarquable 

+ l.—-\2sp. -•^"■.•'fr.-«.(a-)+ ) (60) 



»=1 



r+l 
(—1)2 5r . ,r 



formule qui est moins commode à cause de l'argument x-\- 1 qui figure dàns 
le polynome de Stirlino au premier membre. Éliminons maintenant à l'aide 
de la définition (54) la fonction ^r{x + 1), nous aurons cette formule nouvelle 

(r+l) {x-r) ^,(x)z= "^^^~'"^ iJ . ^,_. {X) + 



2 



< '• 



+ (^ + 2) . i ^—^s)T-^~- • ^"-' • *'-" ^'-^ + } (60 bis) 



8=1 






(- 1) - {x 4- 2) p . rz 
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On volt que pour r pair le dernier terme au second membre dea deux 
formules (60) s'évanouira. 

Montrons maintenant qu'il est possìble de déduire, à l'aide dea formules 
précédentes, une suite de rélations numériques très intéressantes. 

PoBons par exemple dans (58 bis) t=r. — I, nous aurons immédiatement 

taadis que la défiuition (54) dorinera pour x=^r 
d'où, en vertti de la valeur initiale tpo (x) =• - > 

^-('•+i)=;r^;" (62) 

mettons encore dans (54) a: = r + 2, nous aurons, en vertu de (62), cette 
formule analogue 

^^('• + 2)^;ri:^(4 + j + ]-+-- + ,-^)- (62 bis) 

Remarquons encore que (54) donnera ces autres resultata numériques 

hr (0) = ^,>r (— 1 ) = 0, ^,r (1) = \ ' f^r-l (0) (63) 

^.r -i (1) = — ^^^ • hr-i (0), hr- ,(—!)= — ,/^. • ^2r -i (0). ( 63 bis) 



§ 9. Formules récursives pour les coefficiehtb a*. 

On voit que toutes les difficultés concernant le calcul des nombres de 
Stirling sont concentrées dans la détermination des coefficients aj. introduits 
dans la formule (56), et les formules numériques du § 8 indiquent que ces 
difficultés sont sans doute très pénibles. 

Déterminons tout d'abord les expressions générales du premier et des 
derniers des coefficients a* , 



'■ r '^ 



, j • : _j • J* i^ 



^ 3IH 



>-iaiir i. r- aiciimiote r* : 



^t 



unt r; = — 1 nous au- 
2 



(64) 



«mi 



r-— 



< 64 bis) 



j-r-er 



f}&^ nucr^-:? vescia 






ziErainsoDS dans (59 ) 



^ ^ 



• ' — j 



^)- t 



\ 



(«) 



•T -^. 



^t ^!i j^ncuiif . rs: "^i-*u le 7-s i 



(65) 






i xti::it:M. ja 7«ra » *c «t autrc réeultat 



■i J-^ ^ d^ 



ftr 



(65 bis) 



y.is iTjoi^ iiiia i j^yi'iiuat?!: ci -lft^ ^ 



•$3 . ce qui donnera, en 



*-'» 






(66) 



'^ * 



B^ : 



/ 



»• >ì 



i - - l 



(66 bis) 



"» r- 



B^ 



■1 • 









;.\< ^ L^TÀ-e:? I^S ei 5S bis», uous aurons 
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respectivement 

<■• + '"'=1 (T^i - T 'fw • '— ■ <"' 

«=J \p — 5/ p — ^ "T A 

Ces deux formules sont très compliquées il est vrai et les formules ré- 
cursives analogues obtenues de (60) et (60 bis) deviendront beaucoup plus 
compliquées encore. Néanmoins les formules (67) nous donnent un moyen 
pour obtenir de la connaissance generale relative à la nature analytique des 
coeflBcients o*. 

A cet égard nous avons tout d'abord à éliminer des deux formules sus- 
dites le coefficient ^J_i, ce qui donnera sans peine 

(68) 

s^-1 r-s\ r+y-2s + 2 ,. '%-' 2r-2s-2 , . 

+ à \p-sj • p-s-fl "'•- à («+2)! • '•— '» / 

dans le cas particulier p = 1 il faut supprimer au second membro de (68) la 
dernière somme qui deviendra illusoire; nous aurons dans ce cas 



K = - ...:^'i... - (68 bis) 



,1 



(r + 1) ! 6 . 2»-+^ 



Combinons maintenant ce résultat particulier avec colui obtenu de (64) 
pour 0^^ la conclusion ordinaire de r à r + 1 donnera ce résultat general 
concernant la nature analytique du coefficient af: 

Le coefficient general a? se présente sous cette forme 

'''• ~ (r + 1) ! 2'-+* ' ^^^^ 

où f^p{r) désigne un polynome entier du degré 2p de r et doni les coeffi- 
cients sont des nombres rationnels qui dépendent de p seulement. 

C'est-à-dire que nous avons à étudier maintenant les polynomes /ip (r). 
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mules correspondantes pour les indices 1, 2, 3, 4,..., ^ — 1, puis mettons 
dans (71) et (71 bis) re = 0, nous aurons respectivement 

2^p(0) = crp.,(-l) + tTp(-l) 
-())-2)ap(0) = (7p.a-l)+ crp(-l), 

ce qui donnera imnìédiatement ces deux résultats numénques 

ap(0) = 0, cTpt— 1) = -C7p.,( -1). (72 bis) 

Cela pose, il est facile de démontrer cette propositìon generale: 
Supposons p>0, la fonction op {x) se présente sous cette forme nouvelle 

^p{^)— r(.r + 2).2^+* '^py^h [(o) 

OH Sp{x) est un polynome entier du degré p de r, et dont les coefjicients soni 
des nombres rationnels. 

La démonstration de (73) peut ètre établie aisément par la conclusion 
ordinaire de p — là p, si nous remarquons que la première des formules nu- 
mériques (72 bis), donnera, en vertu de (73), cette autre 

En effet, définissons à Faide de (73) la fonction, rationnelle en tous cas, 
Sp{x\ puis introduissons dans (71) et (71 bis) des expressions correspondantes, 
nous aurons respectivement 



Sp (X) _ -- + ^y^j-^ + 

,-=p-i a^-H-i (x—p)sp-r(x—r — l)-'{x — r — l) 8p^r-i(a ?— r — 1) 
il (r + 2)! ' ' " ' ' x — r 



+1 



(75) 



(2 a: -p + 2) «, (x) = 2(^ + IK-^ 4 p)5p(a:- 1) 4-Sp-i(.r+2) _ ^ 

^ (75 bis) 

formules dont la dernière montre clairement, en yertu de (74), que Sp [x) doit 
ètre un polynome entier de x, pourTU que So (a")) s, (r) , . . . , Sp_, (a^) le soient 
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Ji«Uii'^i5^f> *^jjtzh oue le f/<^ilynome «fp(jf) est dirisible j«r a' — 2». 

(<^*rt 4P', ^A.^i/ ♦sjccf'ftijf des f/olynomes «p(T>, ii faut arani oe otib: 
',.3f;,r^ *r;*.f<: i*:Ji foffTjjìes 75) la fonction «pfa: — 1), ce qui s^'efecmsTt 
>*;;^ «.^,t^. Kf, 'rffct, \fifi¥»\\^ pour abréger 

;v/vt àiiifM**; ^ii v^jrtu d^f (75; et (75 bis), cette formule generale 






« • • 



/^//fijc foyoh^^ ^rii v<ji'lij di5 (74j, rjue la fonction yp{pc) est un polyncme 

ll^rrianjiionM au pflMMiint rjue Ioh deux formules (60) et (60 bis) nous don- 
ht'td d^ Ih rri/;m'5 wnuìha (hux formuleB asflez compliquées qui contìennent 
d^«f tofi^'iioun j/p(x) lìum. 

léfi formuU' ili) t*Ml uni) formulo rócMvme véritable pour le calcai sac- 
//:»4iif d^s; polynonii'H MrlT)] d(! ()IuH, elle ne contiennent aucune factorielle 
d'' ì'htnuw*'hì r; iniiÌM (udlo formule est extrémement compliquée. En efiet, 
^ll'r iMf MuuìiU^ pUM poiivojr drmnor de l'cnseignement general relatif aux 
/'0/'|fÌr,M'i»lh dn polyhom<» //;,(x). l^our le premier de ces coefiBcients nous an- 
loiiu tuditi iTKpntKMJon K/^ni^Miile 

( -1)^ 



tj II. lllÌMll|/rATB rAUTICULlERS. 

Ap|»li<|iioiMi III l'oirniilr (77), iiouh ohionoiis pour Ics premiers des poly- 

.\(.r) I 



.•■•, (.M 






et les tiombres de Stirling. 317 



Si{x)— 32-. -q" ~ 

s, (X) = — -/— (5 X» — 120 ;<;• + 619 ar — 336) 

s,{x) = ~^^{bx'-nOx'+ 1271 a: + 150), 

de sorte que les premiers dea coeflBcients a^ se déterminent à Faide de la for- 
mule (73), savoir: 

rr» — ^ ^P — r {r—l)...(r — p + ì) , 

'' ~ 2r+i (r + 1) ! ' '• ~ (f + 1) ! 2''-^i ■ ^P ^ '' 

Quant aux polynomes de Stirling 

^l^r ix) = a? X^ + al, X^'^ + • • • + o^'' X + <., 

les résultats précédents dous permettent de calculer les premiers de ces po- 
lynomes, parce que leurs coeflScients sont connus immédiatement. 

Le calcul des polynomes susdits peut ètre poussé plus loin encore à l'aide 
de la formule (60 bis) et à Taide de cette petite table des nombres de Ber- 

NOULLI (*j. 

i^._-, B,--^-, ■^»-42"' ^'-30"' ^•-66"* 
Nous aurons par exemple pour les premiers des polynomes de Stirlinq: 

^.(a;)^l(3.-r + 2) 



(//, (x) 



4! 

ce {x 4- 1) 
4!2 



<^, N = sTF»^^^ "''' + ^^ '"^^ — 10 rr — 8) 



(*) Voir J. C. Adams, dans le Journal de Creile, t. 85; 1878; Adams donne les va- 
leurs des nombres B^ /^3... /?i23- 
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^,ix)='^^p-^l(Sx^-x-6) 



6!2 
^, (x) = -1-. (63 a» — 315 a^ — 224 x* + 140 x + 96) 

^, (a?) = '^^r^ (9 or^ — 18 0?» — 57 a?» + 34 .r + 80), 

de sorte que les premìers des nombres C;;+i et (5r,+i peuvent ètre ealcolés, 
pour une valeur quelconque de n, a Taìde des formules (55). 

Coponhague, le 5 fóvrier 1\K)4. 



Note sur quelques applìcatìons analytì 
ques des polynomes de Stirlìng. 



(Par Niels Nielsen, à Copenhaytie.) 



UNO comme le polynome entier ^n{^) du dégré n de r qui satisfait à cette 
équation aux différences finies partielles 

{X ^2)^n{^+l) = («^ — n) U (^) + (^ + 1) +n-t (0?) (1 ) 



avec ces conditìons ultérieures 

^o(^) = -~' hn{^) = Oj Ì^'>n--i{^)=^^^^^^ (Ibis) 

oii B2n-ì défligne le nombre du rang n de Jacques Beri^oulli. Dans l'èqua- 
tion (1) n désigne toujours un positif entier, tandis que x est un variable 
complexe. 

Supposons connus les polynomes de Stirlìng, nous obtenons pour les 
nombres de Stjrling (**) ces expressions générales 

^»+. = 1^^ • ^r-i (n) (2) 

(s ;;+, = (-!)•-'• 1^ • ^r-x (- n - 1), (2 bis) 

oìi n et r désignent deux positifs entiers; dans le cas particulier r = nous 



(*) Recherches sur les polynomes et les no)nòres de Stirling, Co journal, méme vo- 
lume ; les formules susdites se trouvent, p. <^9. 
(**) Loc. cit., p. 309f 
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ciurons au contraire, mème pour n ^^ 0, 

CJi+i ^CJi+i = 1. <3) 

Le but prìncìpal de la Note que voìci est à étudier quelques séries de 
puissances, dont les coefficients s'exprìment sous simple forme à Faide des po- 
lynomes de Stirling, recbercbes qui nous conduiront à une suite de formules 
nouvelles et intéressantes. 

A cet égard nous avons à généraliser beaucoup deux formules, démon- 
trées dans le Mémoìre 8U6dit(*), en développant ces deux séries de puissances 

{^-^^X'''=^+{^ + ^)''^h{^)'^'''^ l^Ì<27r, (4) 

aogd - x) Y ^ 1 ^ ^ . 'f j,^ (, 4, g) . j,...^ \x\<\, (4bis) 

\ — * J «=0 

ou a désigne une quanti té finie quelconque. 

Quant à la démonstration des deux formules (4), remarquons tout d'a- 
bord que les coeflScients des séries de puissances figurant aux seconds mem- 
bres deviendront des polynomes entiers de a et des dégrés 

De plus, les deux formules plus particulières que nous venons de citer 
montrent à Taide de (2) et (2 bis) que les valeurs des coefficients susdites 
pour une infinito de valeurs de a coì'ncident avec les valeurs des polynomes 
de Stirlino des mèmes dégrés. 

On démontrera d'une autre manière les deux formules (4) et (4 bis) en 
ditférentiant par rapport à a, ce qui nous conduira immédiatement à l'équa* 
tion (1). 

Posons maintenant dans (5) /3 au lieu de a, puis multiplions d'après la 
règie de Caucht les deux séries ainsi obtenues, nous aurons en mettant en- 
suite « = ,c et j3 = y, cotte formule pour l'addition des arguments dans ^n{x): 

U -f y + :?)+n(.o -f- y + l)^--{^r- + \)^n{^) + (y + l)^n(y) + j 

-u-r l)(y -T- l).'~^''/',(^)*n-*-.CO) ) ^ 



(*) Loe. oit., i». ^0'\ 
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formule dont le caractère est très general. En efifet, des formules analogues 
sont valables pour les coefficients de la sèrie de puissances obtenues pour la 

fonction I F (a?) I , où F (x) et ^-r sont holomorphes toutes les deux aux 

environs de x-~Q, 

Posons ensuite dans (5) y=^0, puis éliminons à Taide de (1) le terme 
'|'n(. + 1), nous aurons cette formule récursive 

(W + 1) ^n (^)= ^4^- • ^n-i {X) - U (0) + 



<-" 



+ {x+\). "i ^=^ . B,,-. . ^n-., {X) 

qui est beaucoup plus simple que la formule semblable que j'ai démontrée 
dans mon Mémoire précedent (*). Cependant la formule (5) ne nous donne 
aucun moyen pour la formation indépendante et generale des coefficients du 
polynome '^n(x). 

Combinons maintenant la formule (6) et la formule analogue susdìte, nous 
obtenons cette formule intéressante 

, -J? (- 1)^-M ^ i - 2 8 + 1) ^ , \ 



«=( 



Posons encore dans (5) y ::=^ — 2 et — x au lieu de x^ puis remarquons 
que la valeur de ^n{ — 2) peut ètre tirée directement de (4), nous aurons 
cette formule nouvelle 

+ ^" - ^^ • J (s -rè"! • ^- ^- "^ ' 

qui est appliquable dans la calculation directe des nombres ^n^\. 

En dernier lieu mettons dans (5) y=x^ nous aurons de mème cette 



(*) Loc. cit., p. 310. 
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identité remarquable 






«=0 



qui nons deriendra utile bìentót. 

II est digne d'intérèt aussi que la formule (6) nous permet de détermìoer 
sous une forme relativement simple les coefiìcients d'une sèrie de puìssances 
remarquahle. En effet, difTérentiant par rapport à a les deux membres de 

(^4 bi!9)y puis mettons a = 0, nous aurons évidemment 

* 

oii le coefticìent gón^*ral ^n 00 ^^ détermine immédiatement en mettant dans (6) 
.'/• . w, ce qui donnera, en vertu de (2), 



fi 



/ (9 bi8) 

M-2«+l \ 



Considérons maintenant cotte sèrie de puissances analogue à (4) 



{ 



-1 l(« l-iJ- ^x.(«)"'«"^S I^K-, (10) 



noiift vcrroiiB lout d'abord (jue lo coefficiont general Xh(«) ^s* ^d polynome 
ontior (lo c( d'un dógró ogni à l'indice; nous aurons par exemple 



Xai») ■• .. f 



1 

3! 



r>a-}-7 

, , 35aM- 164a + 171 

Xi(«) -- 7! 3 

DifFórcntions deux fois par rapport à .r la formule (10), nous obtenons 
niHi ('(luution aux dilférences partiolles pour x». <«); ^©pendant cette équation 
H<*vi<MHlni iisHoz conipliciuro. 

Conihinons maintenant los deux Ibrmules (4) et (10), il est évidemment 
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très facile de déduire une suite de simples relations entree les deux groupes 
de polynomes ^n{^) et XmC^)- 

En effet, appliquons en premier lieu cette identité 

,..(..0.|_J =(-^^7-} . (a) 

nous aurons, en vertu de (4) et (10), ce premier groupe de relations 

(-i)"x,(-)=l±l9i-X i ^^>'^"'-r-<-+^> .^.-,..(.) (11) 

(^ + 1)'" _ *\?« (- .i)L2!!!i!iM? +_!)' . i /a;> ai bi8ì 

(2n + l)!— ,tf, s! •'f'.n-»(a') (H 1>18) 

2- . t. W = 2„ L- J'-lV=Trr- • X. W. (12) 

On voit que la formule (11) est assez remarquable, parce que le premier 
membro n'est que du dégré n par rapport à .r, tandis que le second membro 
est formellemént du dégré 2 n + 1 par rapport à x. 

En second lieu prenons pour point de départ cette autre identité 




c-^Fr •(-«'?)""= M- « 



nous aurons immédiatement cette première formule 

*tn.-i (^) + ^^ • Xh (2 ^ + i) - -^2" '%^-^ ^' *' ^""^ *^'*-' ("')' ^^^) 

formule qui est très remarquable en comparaison avec [ò)\ ajoutons en effet 
ees deux formules^ nous obtenons sans peine cette autre 

) (13 bis) 

= («+!)• 2 h» {«") hn-it (a?)- I 



Jf=n. 



On pourrait obtenir des forroules analogues à (13) en divisant dans (b) 
les deux membres par un des deux facteurs figurant au premier membre; ee- 
pendant de telles formules deviendront plus compliquées. 
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Remarqoons en passant que les formules précédentes contenant les p<^- 
Doises ^st(.r) ou x«.(^) ^^ ^^^^ autre chose que des généralisations très éten- 
dues des formules bien connues pour les nombres de 6erkoulli(*). 

D est digne d^ètre remarqué que les polynomes ;jp( — n — 1), où n dé- 
agne un positif entier nous conduiront à des nombres entiers semblables aux 
nombres 65+i de Stirliug. En effet, pronons pour point de départ catte 
identìté 

(2 1 sin xr = 2* (— 1)' ( ^ ) * ^^" *'^*^ 

ou n désìgne un positif entier, puis différentions n + 2p fois par rapport 
à T^ nous aurons pour x =^0 

(— \)P 2»*-* JDi"*--'' (sin x)A = n ! ©Jf+i , ic) 

oh nous avons pose pour abréger 



n 

< 



©?+. = -Ji • ^ (- J^" ( ") • ('» - 2 sr'% (14) 

ee qui donnera cotte sèrie de puissances, valable pour une valeur finie quel- 
conque de oc 

*v* (— l)'n! 



err- 






d*où en comparaison avec (10), cette formule analogue à (2 bis) 

^i^^ = (~l)P- %%] '^- ■ XP-. (- n - 1), p>l, (Ubis) 

formule qui nous conduira immédiatement à un resultai dù à M. Saalschììtz (••) 
concernant la nature analytique du nombre ®*f+i considéré comme fonc- 
tion de ti. 

Les nombres ©JZ+i ont été étudiés déjà par Euler (***). 



(*) Voir le beau livre de M. Saalschììtz: Vorle.sungen itber die BernoulUscht^ii Zaìdeu. 
(**) S'ìirifteiì dar Plnjsihnlisrìi-oehfhionusrJu'ii Oesrl/srjiafl zu Koeniijshcrij, 18*,r.\ 

(**^**) Smi Comnìcntarii Pch'Oj.nUlumir^ t. 13, p. ^>; 1701). 
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La formule (14 bis) connue, il est évident que les relatious que nous 
venons de développer entre les polynomes t^n (^) et x« (^) ^^ous conduiront à 
une suite de formules contenant les nombres Sj^i et ©w^+i. En effet, la for- 
mule (11) donnera ìmmédiatement catte autre 

n+1 



ir = 'l<-"'("t''')(-|)'«W> (15) 



tandis que (11 bis) nous conduira à cette formule, inverse de (15) 



<^^ 



de la mème manière nous obtenons, à Faide de (13 bis), cette nouvelle for- 
mule intéressante 



<P-i 



La formule (15) montrera clairement que le nombre ontier ®Jf+i est 
toujours divisible par 2**-*, ce qui peut ètre déduit de la définition (r) elle- 
méme du reste ; mais de plus nous obtenons ce résultat nouveau : 

Le nombre entier ®2m+1 ^st toujours divisiòh par 2***+*^ *. 

On trouvera par exemple 

®$ = 2».3.7«, 
nombre qui est divisible par 

27+4 -t __ 2K 

La proposition susdite montrera encore que le second membre de (16) 
est toujours un nombre entier. 

Copenhague, le 5 mai 1004. 
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